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Vorwort. 


Der hier vorliegende zweite Theil des Lehrbuches der 
Geometrie für Gymnaſien, Realſchulen und andere höhere 
Lehranſtalten, die ebene Trigonometrie und die Geometrie 
des Raumes enthaltend, iſt nach denſelben Grundſätzen 
bearbeitet, welche bei der Abfaſſung des erſten Theiles mas 
gebend waren. Hier, wie dort, war Hauptziel: Vollſtändigkeit 
bei ſtrengem Maßhalten in Aufſtellung von Formeln und 
Sätzen, Einfachheit und Klarheit der Beweiſe, ſorgfältige Grup- 
pirung und überſichtliche Anordnung des Lehrſtoffes. 

In der Trigonometrie wurde eine ausführliche 
Betrachtung der einzelnen Funktionen (Sinus, Coſinus, Tan⸗ 
gente, Cotangente, Secante, Coſecante) für nothwendig erachtet: 
nur, wenn deren Bedeutung und Gang klar erkannt iſt, 
kann der Sinn der ſpätern Formeln völlig verſtanden werden. 
In dem Abſchnitte über die Berechnung der Dreiecke iſt jedem 
der verſchiedenen Fälle ein vollſtändig ausgerechnetes Beiſpiel 
beigefügt, welches dem Schüler bei den anzuſtellenden viele 
fachen Uebungen in der logarithmiſch-trigonometriſchen Auf- 
löſung von Dreiecken als Schema dienen ſoll. 

In der Stereometrie wurde der Betrachtung der regu— 
lären Körper noch der Nachweis angereiht, daß es für dieſelben 
einen Punct gibt, welcher von den Seiten, ſo wie von den 
Ecken derſelben gleich weit entfernt iſt. Es iſt damit eine reiche 
Quelle vielfacher und nützlicher Uebungen für den Schüler 
eröffnet. 

Wie in dem erſten Theile, jo wurde auch in dem vor- 
liegenden zweiten Theile den einzelnen Abſchnitten eine Reihe 
von ſtufenweiſe und ſyſtematiſch geordneten Aufgaben bei— 
gegeben, an welchen der Schüler in freier Selbſtthätigkeit und 
voller Selbſtſtändigkeit ſeine Kraft verſuchen ſoll. Deshalb ſind, 
wie die Conſtructionsaufgaben, ſo auch die Berechnungs⸗ 
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aufgaben ohne Löſung hingeſtellt; doch habe ich es für för⸗ 
dernd gehalten, den letztern die Reſultate hinzuzufügen. Zu 
weiteren Uebungen findet fi) Material in den Aufgaben- 
Sammlungen von La-Fremoire, Wigand, Pollak, 
Gallen kamp, Wittiber, Dilling, Reidt u. A. 


Vorwort zur vierten Auflage. 


Die vierte Auflage der ebenen Trigonometrie und 
der Geometrie des Raumes, welche hier vorliegt, iſt ein 
im Weſentlichen, namentlich nach Anordnung und Behandlung 
des Stoffes, unveränderter Abdruck der dritten Auflage. 
Doch hat dieſelbe in mancher Hinſicht wiederum eine Ver⸗ 
beſſerung und Bereicherung erfahren. So find in der Tri- 
gonometrie die Entwickelungen der Secante und der Coſe— 
cante gekürzt, dagegen ſind neu aufgenommen beim ſchief— 
winkligen Dreiecke der Projectionsſatz, der Mollweide'ſche 
Satz und der Dreieckskreis-Satz; ferner iſt geändert in 
der Stereometrie die Inhaltsbeſtimmung des Obelisken 
und neu hinzu gekommen die Inhaltsbeſtimmung des Bris- 
matoids. Die Aufgaben über Maxima und Minima der 
Oberflächen und der Volumina der Körper ſind vermehrt, 
dagegen ſind unverändert geblieben die Aufgaben über die 
geometriſchen Oerter, die Aufgaben über Polarebene 
und Potenzebene in Bezug auf die Kugel, ſo wie der 
Anhang über die wichtigſten Sätze und Aufgaben über das 
ſphäriſche Dreieck. Bezüglich der zum Verſtändniß der 
Aufgaben über das letztere nothwendigen Vorbegriffe aus der 
mathematiſchen Geographie ſei verwieſen auf des Verfaſſers 
Grundlehren der mathematiſchen Geographie 
2. Auflage, Köln und Neuß, L. Schwann'ſche Verlagshand⸗ 
lung, 1874. 


Coblenz, im Juni 1875. 
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Vierte Sehrfiufe. 


Erster Abschnitt, 


Die trigonometriſchen Functionen. 


SE 
Einleitung. 

Erklärungen. Die Trigonometrie iſt derjenige Theil 
der Mathematik, welcher aus irgend drei ein Dreieck beſtim⸗ 
menden Stücken die übrigen Stücke desſelben durch Rechnung 
beſtimmen lehrt. 

Die Trigonometrie unterſcheidet ſich demnach weſentlich von 
der Planimetrie, da dieſe die Beſtandtheile der Figuren nicht 
berechnet, ſondern durch Zeichnung darſtellt, und unter anderen 
auch die Aufgabe hat, aus drei gegebenen Beſtimmungsſtücken 
das Dreieck und ſomit die übrigen Stücke deſſelben durch Con⸗ 
ſtruction zu beſtimmen. 

Die Planimetrie conſtruirt, die Trigonometrie berech⸗ 
net. So wie aber die Planimetrie außer der Conſtruction der 
Dreiecke auch die der Vielecke behandelt, ſo zieht auch die 
Trigonometrie die Berechnung der Vielecke durch Zerlegung 
derſelben in Dreiecke in ihr Gebiet. 

Wie wichtig übrigens die Trigonometrie ſowohl für die 
Theorie als für die Praxis iſt, wird man daraus erkennen, daß 
die höhere Mathematik überall und beſtändig ſich derſelben 
bedient, und daß die Rechnung viel genauere Reſultate liefert, 
als jede noch ſo ſcharfe Conſtruction. 


8. 2. 
Beſtimmungsſtücke des Dreiecks. 


Erklärungen. Jedes Dreieck enthält ſechs Stücke, 
nämlich drei Seiten und drei Winkel, von welchen irgend drei 
unabhängige Stücke bekanntlich allemal das Dreieck und ſomit 
die übrigen Stücke desſelben beſtimmen. Wie aber dieſe drei 

Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 1 


http://rcin.org.pl 


2 Vierte Lehrſtufe. Erſter Abſchnitt. 88. 2—3. 


Stücke in der Planimetrie durch Verzeichnung gegeben ſein 
müſſen, damit es möglich ſei, das Dreieck durch Conſtruction 
darzuſtellen, ſo müſſen dieſelben in der Trigonometrie in Zahlen 
gegeben fein, um die übrigen Stücke durch Rechnung, alſo eben⸗ 
falls in Zahlen finden zu können, und zwar die Seiten nach 
einem beſtimmten Längenmaße, z. B. nach Meter, Centimeter ıc., 
die Winkel nach Graden, Minuten, Sekunden ꝛc. Bei dieſer 
Rechnung müſſen nun Seiten und Winkel mit einander verknüpft 
werden. Seiten und Winkel ſind aber an ſich ungleichartige 
Größen, welche nicht unmittelbar mit einander verbunden und 
in Rechnung gebracht werden können. Deshalb hat man in 
der Trigonometrie zwiſchen den Seiten und den Winkeln dadurch 
eine Vermittelung geſchaffen, daß man ſtatt der Winkel gewiſſe 
gerade Linien oder vielmehr die Verhältniſſe gewiſſer 
gerader Linien eingeführt hat, welche von den zugehörigen 
Winkeln abhängig und durch dieſelben beſtimmt ſind. Durch 
Einführung dieſer Linienverhältniſſe ſtatt der Winkel wird die 
Ungleichartigkeit, welche zwiſchen Seiten und Winkeln beſteht, 
umgangen. 
§. 3. 


Gegenſatz der Tage gerader Tinien. 
Erklärungen. Bei Aufftellung dieſer Linienverhältniſſe 
ſtatt der Winkel wird man auf den Gegenſatz der Lage geführt, 
welcher bei geraden Linien ſtattfindet. 


Y 


N 


Denkt man ſich nämlich in einer Ebene zwei aufeinander 
ſenkrecht ſtehende gerade Linien, z. B. (Fig. 1.) die horizontale 
XX und die vertikale XX“, welche ſich in 0 ſchneiden; ſo iſt 
klar, daß alle geraden Linien, welche durch Bewegung des 
Punktes O rechtshin nach X auf OX entſtehen oder entſtanden 
gedacht werden, der Lage nach entgegengeſetzt ſind den Ge— 
raden, welche durch Bewegung des Punktes O linkshin nach X’ 
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auf OX’ entſtehen. — Ebenſo iſt klar, daß die geraden Linien, 
welche durch Bewegung des Punktes O aufwärts nach Y auf 
OY entſtehen oder entſtanden gedacht werden, der Lage nach 
entgegengeſetzt ſind den Geraden, welche durch Bewegung 
des Punktes O abwärts nach Y’ auf OY’ entſtehen. Hieraus 
iſt erſichtlich, daß die Abſchnitte, welche von dem Punkte O aus 
auf den Geraden XX’ und YY’ abgetragen find, nur dann 
vollſtändig beſtimmt werden können, wenn außer ihrer Größe 
auch ihre Lage in Beziehung auf den Punkt O angegeben iſt, 
und daß wegen des Gegenſatzes derſelben, wenn man die Ab- 
ſchnitte auf OX als poſitiv bezeichnet, die Abſchnitte auf OX’ 
als negativ, und daß ebenſo, wenn man die Abſchnitte 
auf OY als poſitiv bezeichnet, die Abſchnitte auf OY’ als 
negativ bezeichnet werden müſſen. 

Sind alſo z. B. auf XX’ von O aus zu beiden Seiten 
beliebig viele gleiche Theile von der Größe m abgetragen, ſo iſt, 
wenn 0 A— 3m, nothwendig OB=— 3m, und ſind ebenſo 
auf YY’ von O aus nach beiden Seiten beliebig viele gleiche 
Theile von der der Größe n abgetragen, fo ijt, wenn O C= 2n, 
nothwendig OD = —2n. 

Allgemein wird jede zur Vertikalen ſenkrechte Gerade 
rechtshin von der Vertikalen als poſitiv, linkshin von der 
Vertikalen als negativ angenommen, und ebenſo jede zur 
Horizontalen ſenkrechte Gerade aufwärts von der 
Horizontalen als poſitiv, abwärts von der Horizontalen als 
negativ angenommen. 

§. 4. 


Gegenſatz der Tage bei Winkeln. 
Erklärungen. Ein ähnlicher Gegenſatz der Lage findet 
bei den Winkeln ſtatt in Beziehung auf die Art und Weiſe, 
wie man ſich dieſelben entſtanden denkt. 
DB 


* 


Iſt nämlich (Fig. 2) der Schenkel eines Winkels aus 
feiner urſprünglichen Lage OA das eine Mal durch eine Dre— 
hung aufwärts in die Richtung OB, das andere Mal durch 

1 * 
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eine Drehung abwärts in die Richtung OB’ übergegangen, 
fo find offenbar die beiden entitandenen Winkel A O B und A OB’ 
in Beziehung auf ihre Entſtehung und ebenſo auf ihre Lage 
gegen die Gerade OA einander entgegengeſetzt, und um dieſen 
Gegenſatz der Lage der beiden Winkel auszudrücken, muß man, 
wenn der eine Winkel 40 B als poſitiv bezeichnet wird, den 
andern A0 B' als negativ bezeichnen. Beträgt alſo die ab 
ſolute Größe jedes der beiden Winkel « Grad, fo iſt, wenn 
AOB Ac, nothwendig < AO 35 = — de zu nehmen. 

In der Praxis nennt man den Winkel, welcher in einer 
Vertikalebene über der Horizontallinie liegt, wie <X A OB, Ele- 
vationswinkel, den Winkel aber, welcher in derſelben unter 
der Horizontallinie liegt, wie A0 B', Depreſſionswinkel. 

8. 5. 
Brojeclionen der geraden Linie. 

Erklärungen. Sei nun (Fig. 3) A0 B = ein 
beliebiger Winkel, und werde auf dem einen Schenkel OB des. 
ſelben ein beliebiger Punkt B angenommen und dadurch auf 
demſelben der Abſchnitt OB gebildet. 


Fig. 3. 


B' 


A 

8 07 U COT 0 
Fällt man alsdann von B auf die Richtung des andern 
Schenkels eine Senkrechte BC, fo iſt ſowohl BC als auch der 
auf dem andern Schenkel gebildete Abſchnitt O C eine Projection 
von OB, von welchen diejenige, welche dem Winkel gegen— 
überliegt (BO), die Gegenprojection, und die, welche dem 
Winkel w anliegt (OC), die Nebenprojection der Geraden 
OB genannt werden ſoll. Nun iſt aber einleuchtend, daß für 
denſelben Winkel w jedes der Verhältniſſe, welche ſich aus der 
Gegenprojection, der Nebenprojection und der projicirten Geraden 
bilden laſſen, dasſelbe bleibt, wo man auch den Punkt B auf 
dem Schenkel OB annehmen mag. Denn wegen Aehnlichkeit 
der entſtehenden Dreiecke ift offenbar (Plan. §. 77: 1 und 3) 

BE BC 080 00 Be 

OB OB. oB dH 00,00 
Einem beſtimmten Winkel w entipriht alſo ein ganz De 
ſtimmter Werth dieſer Linienverhältniſſe, und umgekehrt bei 


http://rcin.org.pl 


88. 5—6. Die trigonometriſchen Functionen. 5 


gehöriger Beachtung des Gegenſatzes der Linien wird einem 
beſtimmten Werthe dieſer Verhältniſſe im Allgemeinen auch ein 
ganz beſtimmter Winkel entſprechen. Zwiſchen einem Winkel und 
jedem dieſer Verhältniſſe beſteht demnach ein unverkennbarer 
Zuſammenhang der Art, daß man ſtatt des Winkels dieſe Linien⸗ 
verhältniſſe, ſowie auch ihre Umkehrungen in Betracht ziehen, 
und da dieſelben abſtracte Zahlen find, unmittelbar mit 
Linien in Rechnung bringen kann. Wegen ihrer Abhängigkeit 
von dem Winkel aber hat man dieſe Linienverhältniſſe und 
ihre Umkehrungen Winkelfunctionen, goniometriſche 
Functionen, auch trigonometriſche Functionen oder 
Kreisfunctionen genannt. Solcher Winkelſunctionen ſind jetzt 
hauptſächlich ſechs bei den Mathematikern in Gebrauch: der 
Sinus, der Coſinus, die Tangente, die Cotangente, 
die Secante, die Coſecante. 


$. 6. 


Der Sinus. 
Erklärungen. Der Sinus eines Winkels iſt das Ver⸗ 
hältniß der Gegenprojection eines Schenkels zu dieſem Schenkel 
ſelbſt (Fig. 4): 


. 
06 


sin 0 ح‎ 


Nähere Betrachtung des Sinus. Man denke ſich 
einen Winkel , von welchem der eine beliebig begrenzte Schenkel 
O A eine unveränderliche feſte Lage hat, während der andere 
Schenkel OC, den man mit OA von gleicher Länge annimmt, 
um den Scheitelpunkt O in der Ebene ſich jo dreht, daß er 
einen Kreis beſchreibt, welcher OA zum Radius hat. Denkt 
man fib dieſen Kreis durch den Hauptdurchmeſſer AA’ und 
den auf dieſem ſenkrechten Nebendurchmeſſer BB’ in vier gleiche 
Theile oder Quadranten getheilt, ſo ſtellen die Radien 
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0C,, O Ce, 0 Cs, OC, verſchiedene Lagen des beweglichen 
Schenkels in den vier Quadranten, ſowie die von ihren End— 
punkten auf den Durchmeſſer AA’ (die Richtung des Schenkels O A) 
gefällten Senkrechten Ci Dr, Cs Ds, C3 Dg, C. D. die Gegen⸗ 
projectionen dieſes Schenkels dar. Verfolgt man den beweg⸗ 
lichen Schenkel O C, wie er aus feiner urſprünglichen Lage OA, 
bei welcher N = 0 ift, aufwärts ſich dreht, um nach und nach 
den ganzen Kreis zu beſchreiben, und mit ihm ſeine Gegen⸗ 
projection (CD), jo erkennt man Folgendes: 

1. Iſt دك‎ == O, fo iſt die Gegenprojection des beweg- 
lichen Schenkels offenbar gleich Null, da in dieſem Falle O, 
mit A zuſammenfällt. Wächſt nun der Winkel über O° hinaus 
in den erſten Quadranten hinein, jo wachſen auch die Gegen- 
projectionen (Ci D,) des beweglichen Schenkels, bis A — 900 
geworden, in welchem Falle die Gegenprojection mit dieſem 
Schenkel oder dem Radius OB des Kreiſes zuſammenfällt und 
demſelben alſo gleich iſt. Zugleich iſt erſichtlich (S. 3), daß in dieſem 
erſten Quadranten die Gegenprojectionen des beweglichen 
Schenkels positiv find. 

2. Wächſt der Winkel über 90» hinaus in den zweiten 
Quadranten hinein, jo nehmen die Gegenprojectionen (C Ds) 
des beweglichen Schenkels ab, bis <%X w — 1800 geworden, in 
welchem Falle die Gegenprojection dieſes Schenkels gleich Null 
iff, da alsdann Ce mit A zuſammenfällt. Zugleich erhellt, daß 
auch im zweiten Quadranten die Gegenprojectionen des beweg⸗ 
lichen Schenkels poſitiv ſind. 

3. Wächſt der Winkel weiter über 1800 hinaus in den 
dritten Quadranten hinein, ſo wachſen auch wieder die Gegen— 
projectionen (Cs D;) des beweglichen Schenkels, bis Y — 2709 
geworden, in welchem Falle die Gegenprojection mit dieſem 
Schenkel (0 B)) zuſammenfällt, alſo demſelben gleich iſt. Aber 
der Lage nach ſind die Gegenprojectionen des beweglichen Schenkels 
im dritten Quadranten offenbar denen im erſten und zweiten 
Quadranten entgegengeſetzt, alſo negativ. 

4. Wächſt endlich der Winkel über 2700 hinaus in den 
vierten Quadranten hinein, ſo nehmen die Gegenprojectionen 
(040 des beweglichen Schenkels wieder ab, bis dieſer Schenkel 
in ſeine urſprüngliche Lage zurückgekehrt und alſo Y = 360° 
iſt. In dieſem Falle iſt die Gegenprojection des beweglichen 
Schenkels wieder gleich Null, indem alsdann C. mit A zuſammen⸗ 
fällt. Der Lage nach aber ſind die Gegenprojectionen des 
beweglichen Schenkels im vierten Quadranten ebenfalls negativ. 

Da demnach der Zähler des Sinusverhältniſſes, d. i. die 
Gegenprojection des beweglichen Schenkels des Winkels bald 
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zus, bald abnimmt und fein Vorzeichen wechſelt, während der 

Nenner desſelben conſtant, nämlich der bewegliche Schenkel ſelbſt 

iſt, und dieſer ſtets poſitiv genommen wird, ſo werden die 

Veränderungen des Sinus ſowohl nach dem abſoluten Werthe 

als nach dem Vorzeichen von den Veränderungen der Gegen⸗ 

projection des beweglichen Schenkels abhangen. Daher ergibt ſich 
1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 

Der Sinus wächſt im erſten Quadranten von 0 bis 1, 
nimmt im zweiten Quadranten ab von 1 bis O, 
wächſt im dritten Quadranten von 0 bis 1, und 
nimmt im vierten Quadranten ab von 1 bis O; 

2) in Bezug auf das Vorzeichen: 

Der Sinus iſt im erſten und zweiten Quadranten 
poſitiv, im dritten und vierten Quadranten 
negativ. 

Setzt man den beweglichen Schenkel oder, was dasſelbe iſt, 
den Radius des Kreiſes gleich 1, ſo verſinnlichen die Gegen⸗ 
projectionen desſelben CI D., CDs, Cs Ds, C. D. für ſich 
den Sinus des betreffenden Winkels. 

Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 

sin oo A O, 
sin 900 4 1, 
sin 1800 = + 0 


sin 2700 — — 1, 
sin 3600 — — 0. 
8. 7. 


Der Coſinus. 
Erklärung. Der Coſinus eines Winkels iſt das Ver⸗ 
hältniß der Nebenprojection eines Schenkels zu dieſem Schenkel 
ſelbſt (Fig. 5): 
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Nähere Betrachtung des Coſinus. Die Neben— 
projectionen des beweglichen Schenkels eines Winkels bei 
einer vollen Umdrehung desſelben ſind ebenſo veränderlich, wie 
die Gegenprojectionen desſelben, und ſind nach ihrer verſchiedenen 
Lage in den vier Quadranten durch die Abſchnitte OD, , O De, 
O Ds, OD, dargeſtellt. Verfolgt man den beweglichen Schenkel 
OC, während er den ganzen Kreis durchläuft, von feiner 
urſprünglichen Lage OA an, und mit ihm feine Nebenprojection 
(OD), jo wird man finden: 

1. Iſt X ع م‎ 0, jo fällt die Nebenprojection des beweg- 
lichen Schenkels mit dieſem Schenkel ſelbſt in OA zuſammen 
und iſt alſo demſelben gleich; auch iſt dieſelbe ($. 3) poſitiv. 
Wächſt der Winkel über O° hinaus in den erſten Quadranten 
hinein, jo nehmen die Nebenprojectionen (O D.) des beweglichen 
Schenkels ab, bis = 900 geworden, in welchem Falle die 
Nebenprojection dieſes Schenkels offenbar gleich Null iſt, da 
alsdann D, mit O zuſammenfällt. Auch iſt erſichtlich, daß im 
erſten Quadranten die Nebenprojectionen des beweglichen 
Schenkels poſitiv find. 

2. Wächſt der Winkel über 900 hinaus in den zweiten 
Quadranten hinein, jo wachſen auch die Nebenprojectionen (O Da) 
des beweglichen Schenkels, bis < = 1800 geworden, in 
welchem Falle die Nebenprojection mit dieſem Schenkel zuſammen⸗ 
fällt, alſo demſelben gleich iſt. Der Lage nach ſind aber die 
Nebenprojectionen des beweglichen Schenkels im zweiten 
Quadranten denen im erſten Quadranten entgegengeſetzt, alſo 
negativ. 

3. Wächſt der Winkel weiter über 1800 hinaus in den dritten 
Quadranten hinein, jo nehmen die Nebenprojectionen (O Ds) 
des beweglichen Schenkels wieder ab, bis ZI عدن‎ 2700 ge 
worden, in welchem Falle die Nebenprojection dieſes Schenkels 
wieder gleich Null wird, da alsdann Ds mit O zuſammenfällt. 
Auch iſt einleuchtend, daß der Lage nach im dritten Qua— 
dranten die Nebenprojectionen des beweglichen Schenkels 
negativ ſind. 

4. Wächſt der Winkel über 2700 hinaus in den vierten 
Quadranten hinein, ſo wachſen auch wieder die Nebenprojectionen 
)0 زيط‎ des beweglichen Schenkels, bis dieſer Schenkel in feine 
urſprüngliche Lage zurückgekehrt und alſo < o = 3600 iſt. 
In dieſem Falle fällt die Nebenprojection des beweglichen Edens 
kels wieder mit dieſem Schenkel ſelbſt zuſammen und iſt alſo 
demſelben gleich. Zugleich erhellt, daß der Lage nach die Neben- 
projectionen des beweglichen Schenkels im vierten Quadranten 
poſitiv find, 
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Da hiernach der Zähler des Coſinusverhältniſſes, d. i. die 
Nebenprojection des beweglichen Schenkels bald ab-, bald zu⸗ 
nimmt und ſein Vorzeichen wechſelt, während der Nenner des- 
ſelben conſtant, nämlich der bewegliche Schenkel ſelbſt iſt, und 
dieſer ſtets poſitiv genommen wird, ſo werden die Veränderungen 
des Coſinus ſowohl nach dem abſoluten Werthe als nach dem 
Vorzeichen von den Veränderungen der Nebenprojection des 
beweglichen Schenkels abhangen. Daher ergibt ſich 


1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 


Der Coſinus nimmt im erſten Quadranten ab von 
1 bis 0, wächſt im zweiten Quadranten von 
O bis 1, nimmt im dritten Quadranten ab von 
1 bis 0, und wächſt im vierten Quadranten von 
O bis 1; 

2) in Bezug auf das Vorzeichen: 
Der Coſinus iſt im erſten und vierten Quadranten 


poſitiv, im zweiten und dritten Quadranten 
negativ. 


Setzt man den beweglichen Schenkel oder den Radius des 
Kreiſes gleich 1, ſo verſinnlichen die Nebenprojectionen des— 
ſelben O D., O De, OD;, OD, für ſich den Coſinus des Dez 
treffenden Winkels. - 


Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 


60809 =-+J1, 
cos 90 = +0, 
cos 1800 = — 1, 


cos 2700 ع‎ O, 
cos 3600 = + 1. 


§. 8. 


Die Tangente. 

Erklärung. Die Tangente eines Winkels iſt das 
Verhältniß der Gegenprojection eines Schenkels zur Neben— 
projection desſelben (Fig. 6): 

1 


{ang ن‎ 2 —— 


. 
OA 
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Nähere Betrachtung der Tangente. Die Verän⸗ 
derungen der Tangente eines Winkels o, jo wie den Grund 
ihrer Benennung, wird man am beſten erkennen, wenn man in 
den Endpunkten des Hauptdurchmeſſers AA’ des Kreiſes, 
welcher den feſtliegenden Schenkel OA zum Radius hat, die 
Tangenten T, I. und Ta Tz (welche wir als erſte und zweite 
unterſcheiden wollen) an denſelben legt und den beweglichen 
Schenkel (0 T.) des Winkels bei feiner Umdrehung jedesmal 
ſo weit verlängert, bis er dieſe Tangenten trifft. Alsdann 
ſind die Gegenprojectionen des beweglichen Schenkels, d. i. die 
durch denſelben auf den Tangenten gebildeten Abſchnitte (X T.) 
allein veränderlich, während die Nebenprojection dieſes Schen— 
kels conſtant, nämlich dem Radius OA oder OA’ des Kreiſes 
gleich find. Nach ihrer verſchiedenen Lage in den vier Quadranten 
ſind die Gegenprojectionen des beweglichen Schenkels durch die 
auf den beiden Tangenten gebildeten Abſchnitte A TI, A Te, 
A T3, AT, dargeſtellt. Verfolgt man den beweglichen Schenkel 
OT des Winkels o, während er den ganzen Kreis durchläuft, 
von feiner urſprünglichen Lage OA an, und mit ihm die durch 
ihn auf den Tangenten gebildeten Abſchnitte, welche die Gegen⸗ 
projectionen deſſelben darſtellen, ſo erkennt man: 

1. Iſt T = 0, fo iſt der auf der erſten Tangente gebil⸗ 
dete Abſchnitt gleich Null, da alsdann T. mit A zuſammenfällt. 
Wächſt der Winkel über 09 hinaus in den erſten Quadranten 
hinein, ſo wachſen auch die durch den beweglichen Schenkel auf 
dieſer Tangente gebildeten Abſchnitte (A T1), bis < = 900 
geworden, in welchem Falle der Abſchnitt unendlich groß (9) 
wird, da die Tangente alsdann dem beweglichen Schenkel 
parallel, alſo von demſelben, ſo weit man ſie auch verlängern 
mag, nicht geſchnitten wird. Zugleich iſt erſichtlich, daß die 
durch den beweglichen Schenkel auf der erſten Tangente gebil⸗ 
deten Abſchnitte, d. i. die Gegenprojectionen des beweglichen 
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Schenkels, ſo wie die Nebenprojectionen desſelben im erſten 
Quadranten poſitiv ſind. 

2. Wächſt der Winkel über 900 hinaus in den zweiten 
Quadranten hinein, ſo nehmen die durch den beweglichen Schenkel 
jetzt auf der zweiten Tangente gebildeten Abſchnitte (A! Ta) ab, 
bis T= 180° geworden, in welchem Falle der Abſchnitt 
gleich Null iſt, da alsdann Ts mit A’ zuſammenfällt. Man 
pflegt aber das Tangentenverhältniß auch für dieſen zweiten 
Quadranten auf die erſte Tangente zurückzuführen, indem man 
den beweglichen Schenkel O Ts über den Scheitelpunkt nach O Te 
verlängert. Offenbar nämlich kann man alsdann ſtatt des 
Verhältniſſes A“ T2: OA“, in welchem der Lage nach A Ts 
pofitiv, aber OA’ negativ iſt, das Verhältniß A To :O A ſetzen, 
in welchem der Lage nach OA poſitiv, dagegen AT, negativ 
iſt; und ſomit erhellt, daß auf die erſte Tangente bezogen im 
zweiten Quadranten die Gegenprojectionen des beweglichen 
rückwärts verlängerten Schenkels negativ, die Nebenprojec- 
tionen desſelben aber positiv find. 

3. Wächſt der Winkel über 1800 hinaus in den dritten 
Quadranten hinein, ſo wachſen auch wieder die durch den beweg— 
lichen Schenkel ebenfalls auf der zweiten Tangente gebildeten 
Abſchnitte (AT), bis Y — 2700 geworden, in welchem Falle 
der Abſchnitt unendlich groß (80) wird, da die Tangente als- 
dann dem beweglichen Schenkel parallel, alſo von demſelben, ſo 
weit man ſie auch verlängern mag, nicht geſchnitten wird. Aber 
auch für dieſen dritten Quadranten pflegt man das Tangenten- 
Verhältniß auf die erſte Tangente zurückzuführen, indem man 
den beweglichen Schenkel O 73 über den Scheitelpunkt nach OT, 
verlängert. Statt des Verhältniſſes A T3: OA’ nämlich, in 
welchem ſowohl OA’ als A“ 73 negativ find, kann man alsdann 
das Verhältniß XA Ts: OA ſetzen, in welchem ſowohl OA als 
A Tz poſitiv find; woraus erhellt, daß auf die erſte Tangente 
bezogen im dritten Quadranten ſowohl die Gegenprojectionen 
des beweglichen rückwärts verlängerten Schenkels als die Neben⸗ 
projectionen desſelben positiv ſind. : 

4. Wächſt der Winkel über 2700 hinaus in den vierten 
Quadranten hinein, ſo nehmen die durch den beweglichen Schenkel 
jetzt wieder auf der erſten Tangente gebildeten Abſchnitte (A T4) 
wieder ab, bis dieſer Schenkel in feine urſprüngliche Lage zurück— 
gekehrt und alſo ع و يك‎ 3600 iſt. In dieſem Falle iſt der 
Abſchnitt wieder gleich Null, da alsdann T. mit A zuſammen⸗ 
fällt. Zugleich iſt erſichtlich, daß der Lage nach im vierten 
Quadranten die Gegenprojectionen des beweglichen Schenkels 
negativ, die Nebenprojectionen desſelben aber poſitiv find. 
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Da demnach der Zähler des Tangentenverhältniſſes, d. i. 
die auf die erſte Tangente bezogene Gegenprojection des beweg⸗ 
lichen theils rückwärts verlängerten Schenkels bald zu-, bald 
abnimmt und ſein Vorzeichen wechſelt, während der Nenner des— 
ſelben, nämlich die Nebenprojection dieſes Schenkels oder der 
Radius OA des Kreiſes conſtant und poſitiv iſt, fo werden die 
Veränderungen der Tangente ſowohl nach dem abſoluten Werthe 
als nach dem Vorzeichen von den Veränderungen der auf die 
erſte Tangente bezogenen Gegenprojection des beweglichen 
Schenkels abhangen. Daher ergibt ſich 

1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 
Die Tangente wächſt im erſten Quadranten von O bis oo, 
nimmt im zweiten Quadranten ab von oo bis O, 


wächſt im dritten Quadranten von O bis oo, und 
nimmt im vierten Quadranten ab von oo bis 0; 
2) in Bezug auf das Vorzeichen: 

Die Tangente iſt im erſten und dritten Quadranten 
poſitiv, im zweiten und vierten Quadranten 
negativ. 

Setzt man die conſtante Nebenprojection des beweglichen 
Schenkels oder den Radius des Kreiſes gleich 1, ſo verſinn— 
lichen die durch den beweglichen Schenkel beziehungsweiſe deſſen 
Rückwärtsverlängerung auf der erſten Tangente gebildeten 
Abſchnitte A Ty, A Te, ATs, A T. die Tangente des betreffenden 
Winkels. 

Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 

tang 09 +0, 
tang 90° Bes, 
tang 180 0, 
tang 2700 = عد‎ , 
tang 3600 — — 0. 


Il 


1 §. 9. 
Die Cokangenle. 

Erklärung. Die Cotangente eines Winkels iſt das 
Verhältniß der Nebenprojection eines Schenkels zur Gegen- 
projection desſelben (Fig. 7): 

06 


cotgo م حتت‎ 
35 Fi G 
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FEI RB HE 


F, B F4 


Nähere Betrachtung der Cotangente. Die Ber- 
änderungen der Cotangente eines Winkels » jo wie den Grund 
ihrer Benennung (Tangente des Complementwinkels) läßt ſich 
am beſten erkennen, wenn man in den Endpunkten des Neben- 
durchmeſſers BB’ de8 Kreiſes, welcher den feſten Schenkel 
OA zum Radius hat, die Tangenten F, Fe und F3F, (welche 
als erſte und zweite unterſchieden werden) an denſelben legt 
und den beweglichen Schenkel (O Ft) des Winkels jedesmal jo 
weit verlängert, bis er dieſe Tangenten trifft; denn alsdann 
find die Gegenprojectionen (F) des beweglichen Schenkels 
conſtant, alle nämlich dem Radius OB oder OB’ des Kreiſes 
gleich, während bloß die Nebenprojectionen (OG) dieſes Schen— 
kels veränderlich find. Statt der Gegenprojection des beweg- 
lichen Schenkels kann man alſo den conſtanten Radius OB 
oder OB’ des Kreiſes ſetzen, und da für jede Richtung des 
beweglichen Schenkels OF, offenbar OG = BF,, fo kann man 
ſtatt der veränderlichen Nebenprojectionen (0 8) die durch den 
beweglichen Schenkel auf den beiden Tangenten gebildeten Ab— 
ſchnitte ſetzen, welche nach ihrer verſchiedenen Lage in den vier 
Quadranten durch BF, Bla, B' Fs, B' F. dargeſtellt find. 
Verfolgt man den beweglichen Schenkel OF des Winkels w, 
während er den ganzen Kreis durchläuft, von ſeiner urſprüng⸗ 
lichen Richtung OA an, und mit ihm die auf den Tangenten 
gebildeten Abſchnitte, welche die Nebenprojectionen desſelben dar— 
en. ſo wird man finden: 

|] X ع‎ 0, fo it der auf der erſten Tangente 
gebildete Abſchnitt unendlich groß (oo ), da alsdann die Tan⸗ 
gente dem beweglichen Schenkel parallel, alſo von demſelben, ſo 
weit man ſie auch verlängern mag, nicht geſchnitten wird. Wächſt 
der Winkel über 00 hinaus in den erſten Quadranten hinein, 
ſo nehmen die durch den beweglichen Schenkel auf der erſten 
Tangente gebildeten Abſchnitte (BF,) ab, bis Y = 90° 
geworden, in welchem Falle der Abſchnitt gleich Null iſt, da 
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alsdann F, mit B zuſammenfällt. Zugleich erſieht man, daß 
die durch den beweglichen Schenkel auf der erſten Tangente ge⸗ 
bildeten Abſchnitte, d. i. die Nebenprojectionen dieſes Schenkels, 
jo wie die Gegenprojectionen desſelben im erſten Quadranten 
positiv find, 

2. Wächſt der Winkel über 900 hinaus in den zweiten 
Quadranten hinein, ſo wachſen auch die durch den beweglichen 
Schenkel auf der erſten Tangente gebildeten Abſchnitte (B Fe), 
bis T = 1800 geworden, in welchem Falle der Abſchnitt 
wieder unendlich groß (00) wird, da die Tangente alsdann dem 
beweglichen Schenkel parallel, alſo von demſelben, ſo weit man 
ſie auch verlängern mag, nicht geſchnitten wird. Auch iſt ein⸗ 
leuchtend, daß der Lage nach im zweiten Quadranten die 
Nebenprojectionen des beweglichen Schenkels negativ, die 
Gegenprojectionen desſelben aber poſitiv find, 1 

3. Wächſt der Winkel über 1800 hinaus in den dritten 
Quadranten hinein, ſo nehmen die durch den beweglichen Schenkel 
jetzt auf der zweiten Tangente gebildeten Abſchnitte (B' Pz) 
wieder ab, bis = 2700 geworden, in welchem Falle der 
Abſchnitt gleich Null it, da nunmehr Fs mit B’ zuſammenfällt. 
Man pflegt aber das Cotangentenverhältniß auch für dieſen 
dritten Quadranten auf die erſte Tangente zurückzuführen, 
indem man den beweglichen Schenkel O Fg rückwärts nach O Fa 
verlängert. Denn alsdann kann man ſtatt des Verhältniſſes 
B Fs: OB, in welchem der Lage nach ſowohl OB’ als B Fg 
negativ iſt, das Verhältniß B Fa: OB ſetzen, in welchem der 
Lage nach ſowohl OB als Bs poſitiv iſt; und ſomit iſt 
erſichtlich, daß auf die erſte Tangente bezogen im dritten 
Quadranten die Nebenprojectionen des beweglichen rückwärts 
verlängerten Schenkels, ſo wie die Gegenprojectionen desſelben 
positiv find. 

4. Wächſt der Winkel über 2700 hinaus in den vierten 
Quadranten hinein, ſo wachſen auch wieder die durch den beweg⸗ 
lichen Schenkel ebenfalls auf der zweiten Tangente gebildeten 
Abſchnitte (B' F.), bis يك‎ = 3600 geworden, in welchem Falle 
der Abſchnitt unendlich groß (90) wird, da die Tangente als⸗ 
dann dem beweglichen Schenkel parallel, alſo von demſelben, ſo 
weit man ſie auch verlängern mag, nicht geſchnitten wird. Aber 
man pflegt auch für dieſen vierten Quadranten das Cotan- 
gentenverhältniß auf die erſte Tangente zurückzuführen, indem 
man den beweglichen Schenkel OF, rückwärts nach O F. ver⸗ 
längert. Alsdann kann man nämlich ſtatt des Verhältniſſes 
B F: OB, in welchem der Lage nach B’F, poſitiv, OB’ aber 
negativ iſt, das Verhältniß B Fe: OB ſetzen, in welchem der 
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Lage nach BF. negativ, aber OB poſitiv iſt. Hieraus erhellt, 
daß auf die erſte Tangente bezogen im vierten Quadranten 
die Nebenprojectionen des beweglichen rückwärts verlängerten 

Schenkels negativ, die Gegenprojectionen desſelben aber po- 

ſitiv ſind. 

Da hiernach der Zähler des Cotangentenverhältniſſes, d. i. 
die auf die erſte Tangente bezogene Nebenprojection des beweg— 
lichen theils rückwärts verlängerten Schenkels bald ab-, bald 
zunimmt und ſein Vorzeichen wechſelt, während der Nenner des- 
ſelben, nämlich die Gegenprojection dieſes Schenkels oder der 
Radius OB des Kreiſes conſtant und poſitiv iſt, jo werden die 
Veränderungen der Cotangente ſowohl nach dem abſoluten 
Werthe als nach dem Vorzeichen von den Veränderungen der 
auf die erſte Tangente bezogenen Nebenprojection des beweg— 
lichen Schenkels abhangen. Daher ergibt ſich 

1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 

Die Cotangente nimmt im erſten Quadranten ab von 
o bis 0, wächſt im zweiten Quadranten von 
O bis ©, nimmt im dritten Quadranten ab von 
oo bis 0, und wächſt im vierten Quadranten von 
0 bis o; 

2) in Bezug auf das Vorzeichen: 

Die Cotangente iſt im erſten und dritten Quadranten 
poſitv, im zweiten und vierten Quadranten 
negativ. 

Setzt man die conſtante Gegenprojection des beweglichen 
Schenkels oder den Radius des Kreiſes gleich 1, ſo verſinn— 
lichen die durch den beweglichen Schenkel, beziehlich deſſen 
Rückwärtsverlängerung auf der erſten Tangente gebildeten Ab- 
ſchnitte BF}, 815, Bis, BF. die Cotangente des betreffenden 
Winkels. 

5 Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 

cotg 00 =+ , 
cotg 900 = + O, 
cotg 1800 جح‎ FW, 
cotg 2700 = + O, 
cotg 3600 = — , 


8. 10. 


Die Secanke. 
Erklärung. Die Secante eines Winkels iſt das Ver⸗ 
hältniß eines Schenkels zur Nebenprojection desſelben (Fig. 8): 
OT, 
sec h f - 
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Nähere Betrachtung der Secante. Die Verände⸗ 
rungen der Secante eines Winkels م‎ jo wie den Grund ihrer 
Benennung wird man am beſten erkennen, wenn man ſich wieder 
an den Kreis, welcher den feſtliegenden Schenkel O A zum Ra⸗ 
dius hat, in den Endpunkten des Hauptdurchmeſſers AA’ 
die Tagenten T. T. und J. Ts (erite und zweite) gelegt denkt 
und den beweglichen Schenkel des Winkels jedesmal ſo weit ver⸗ 
längert, bis er dieſe Tangenten trifft. Dabei werden die Ab⸗ 
ſchnitte des Schenkels ſelbſt immer als poſitiv, die ſeiner Nüd- 
wärtsverlängerung aber über den Scheitelpunkt hinaus, da dieſe 
mit jenen eine entgegengeſetzte Lage haben, als negativ ange⸗ 
nommen. Es find nun bloß die Abſchnitte (O T,) des beweg⸗ 
lichen Schenkels der Größe nach veränderlich, während die Neben⸗ 
projectionen dieſes Schenkels conſtant, nämlich dem Radius 
OA oder OA’ des Kreiſes gleich find. Nach ſeiner verſchiedenen 
Lage in den vier Quadranten iſt der bewegliche Schenkel durch 
die Geraden O T., O To, O Tg, OT, dargeſtellt. Verfolgt man 
nun den beweglichen Schenkel OT des Winkels , während 
er den ganzen Kreis durchläuft, von ſeiner urſprünglichen Lage 
OA an, jo wird ſich durch ähnliche Betrachtungen und Schlüſſe, 
wie ſie bei der Tangente gemacht wurden, ergeben: 


1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 

Die Secante wächſt im erſten Quadranten von 1 bis رمه‎ 
nimmt im zweiten Quadranten ab von co bis 1, 
wächſt im dritten Quadranten von 1bis oo, und 
nimmt im vierten Quadranten ab von oo bis 1; 

2) in Bezug auf das Vorzeichen: 

Die Secante iſt im erſten und vierten Quadranten 
poſitiv, im zweiten und dritten Quadranten 
negativ. 
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Setzt man die conſtante Nebenprojection des beweglichen 
Schenkels, d. i. den Radius des Kreiſes gleich 1, ſo verſinn— 
lichen die durch die erſte Tangente gebildeten Abſchnitte des 
beweglichen Schenkels, beziehlich der Rückwärtsverlängerung 
desſelben O Tı, O Te, O Tg, OT, die Secante des betreffenden 
Winkels. 

Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 

sec 00 = 41, 
sec 900 = £, 
sec 1800 = F 1, 
sec 2700 = .O, 
sec 3600 = — 1. 


S 1. 
Die Gofecante. 


Erklärung. Die Coſecante eines Winkels iſt das 
Verhältniß eines Schenkels zur Gegenprojection desſelben (Fig 9): 


Fig. 9. 


Nähere Betrachtung der Coſecan te. Die Verän— 
derungen der Coſecante eines Winkels % jo wie den Grund ihrer 
Benennung (Secante des Complementwinkels) wird man am beſten 
erkennen, wenn man an den Kreis, welcher den feſtliegenden 
Schenkel O A zum Radius hat, wieder in den Endpunkten des 
Nebendurchmeſſers BB’ die Tangenten F. Fa und Fs F. 
lerſte und zweite) legt und den beweglichen Schenkel des Winkels 
jedesmal ſo ſoweit verlängert, bis er dieſe Tangente trifft. Die 
Abſchnitte des Schenkels ſelbſt werden dabei immer als poſi⸗ 
tiv, die ſeiner Rückwärtsverlängerung über den Scheitelpunkt 
hinaus, da dieſe mit jenen eine entgegengeſetzte Lage haben, als 
negativ angenommen. Alsdann ſind blos die Abſchnitte (0 Ft) 

Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 2 
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des beweglichen Schenkels der Größe nach veränderlich, während 

die Gegenprojectionen (E G) dieſes Schenkels conſtant, alle 

nämlich dem Radius OB oder OB’ des Kreiſes gleich find. 

Nach ſeiner verſchiedenen Lage in den vier Quadranten iſt der 

bewegliche Schenkel durch die Geraden O EI, O Fs, O Fs, OF, 

dargeftellt. Verfolgt man nun den beweglichen Schenkel O F des 

Winkels , während er den ganzen Kreis durchläuft, von ſeiner 

urſprünglichen Lage O A an, fo wird ſich durch ähnliche Be⸗ 

trachtungen und Schlüſſe, wie fie bei der Cotangente gemacht 
wurden, ergeben: 
1) in Bezug auf den abſoluten Werth: 

Die Coſecante nimmt im erſten Quadranten ab von 
© bis 1, wächſt im zweiten Quadranten von 
1 bis رجه‎ nimmt im dritten Quadranten ab von 
oo bis 1, und wächſt im vierten Quadranten von 
1 bis o; 

2) in Bezug auf das Vorzeichen: 

Die Coſecante ijt im erſten und zweiten Quadranten 
poſitiv, im dritten und vierten Quadranten 
negativ. 

Setzt man die conſtante Gegenprojection des beweglichen 
Schenkels, d. i. den Radius des Kreiſes gleich 1, jo ver ſinn⸗ 
lichen die durch die erſte Tangente gebildeten Abſchnitte des 
beweglichen Schenkels, beziehlich der Rückwärtsverlängerung 
desſelben O Fi, O Fe, Os, O8; die Coſecante des betreffenden 
Winkels. 

Für die Grenzen ergeben ſich die Werthe: 

cosece 00 O, 
cosec 900 = + 1, 
cosec 1800 ع‎ + O, 


cosec 2700 = — 1, 
cosec 3600 = — © . 
8. 12. 


Bezeichnung der Winkel durch die frigenomekrifden Frunchonen. 


Die vorhergehenden 88. haben gelehrt, welche Werthe die 
verſchiedenen trigonometriſchen Functionen haben können. Die⸗ 
ſelben ſind alle zunächſt abſtracte Zahlen, ſodann ſind die 
Sinus und Coſinuss, da ihre Werthe zwiſchen O und 1 ent- 
halten ſind, durch alle ächten Brüche, die Tangenten und 
Cotangenten, da ihre Werthe zwiſchen O und oo liegen, 
durch alle ganzen und gebrochenen Zahlen, die Secanten und 
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Co ſecanten, da ihre Werthe zwiſchen 1 und co liegen, 
durch alle ganzen und alle gemiſchten Zahlen darſtellbar. In 
fo fern find alſo die Zahlen a und b, m und en, p und 0 
näher charakteriſirt, wenn man die Gleichungen hat: 


sin o Sa, و0‎ —h, 
tang حت ده‎ m, cotg o =n, 
see (to p, COSeC = ꝗ. 


Sind aber dergeſtalt die trigonometriſchen Functionen eines 
Winkels durch Zahlen gegeben, ſo läßt ſich auch der Winkel 
ſelbſt beſtimmen. Die Größe eines Winkels kann nämlich, Statt 
nach Graden, Minuten x., auch nach der in einem Kreiſe 
von Radius 1 ihm entſprechenden Bogenlänge gemeſſen werden. 
Wenn alſo unter der Annahme, daß der Winkel durch die ihm 
in einem Kreiſe von Radius 1 entſprechende Bogenlänge aus⸗ 
gedrückt iſt, sin مه‎ =— a, fo iſt offenbar No der Bogen, deſſen 
Sinus gleich a iſt, was kurz durch < w are (sin = a) oder 
<¥ = are sin a bezeichnet wird. Demnach erhellt, daß 


sin ea gibt T = are (sin = a), 
cos = b „ Kare (cos = b), 
tang w 


W % — arc (tang = m), 
cotg o Sn „ % = are (cotg D n), 
OD نم , ك‎ = Are (sec — p), 

cosee o اي‎ T = are (cosee = q). 

Sind die trigonometriſchen Functionen in beſtimmten 
Zahlen gegeben, ſo erhält man den zugehörigen Winkel aus den 
ſogenannten trigonometriſchen Tafeln, in welchen zu jedem gege— 
benen Winkel die zugehörige trigonometriſche Function, beziehlich 
ihr Logarithmus, ſo wie umgekehrt zu jeder direct oder durch 
ihren Logarithmus gegebenen trigonometriſchen Function der zu— 
gehörige Winkel nach der in der Einleitung zu ſolchen Tafeln 
enthaltenen Anweiſung zu finden iſt. 


1 


Beziehungen zwiſchen je zwei krigonomelriſchen Funclionen 
desſelben Winkels. 


Die Beziehungen, welche zwiſchen je zwei der trigonometri⸗ 
ſchen Functionen desſelben Winkels Statt finden, find (Fig. 10): 
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1. Die Summe der Quadrate des Sinus und 
des Coſinus eines Winkels iſt immer gleich 1: 
sin? o} عدن 2 ولع‎ 1. 
In jeder Lage des beweglichen Schenkels und für jeden 
Quadranten iſt nämlich nach dem Satze des Pythagoras 
CD?+ 0D? = Oe. 
Dividirt man die einzelnen Glieder dieſer Gleichung durch 
O 02, jo erhält man 
OD? 


OFT OCT 
oder auch, zugleich mit Hinzufügung der Vorzeichen, 


650 FEDS) —1 


Nun iſt aber für die vier verſchiedenen Quadranten 
EN. +0D 5 2 
60 din o und = من‎ eos u, daher iſt für einen belie⸗ 
bigen Winkel „ in jedem Quadranten: 

.1 = وم ل ن sin?‏ 


Hieraus ergibt ſich weiter 


1, 


sin o = + V1— cos?» und cos ن‎ = + 1 — sin 2%. 


2. Die Tangente eines Winkels iſt gleich dem 
Sinus dividirt durch den Coſinus desſelben: 


sin wm 
tang û = —— 
COS 60 


Denn es iſt 400 05 Dividirt man Zähler und 


Nenner dieſes Quotienten durch OC und fügt zur Andeutung 
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der verſchiedenen Quadranten die Vorzeichen hinzu, ſo erhält 
man für jeden Winkel in einem beliebigen Quadranten 


+CD 
ff OC in o. 
= +0D +0D COS 0 
O6 


3. Die Cotangente eines Winkels ift gleich dem 
Coſinus dividirt durch den Sinus desſelben: 
cos om 


ج حت % cotg‏ 
ب sin‏ 9 


Denn es iſt cotg دن‎ Dividirt man wieder Zähler 
und Nenner des Quotienten durch OC und fügt die Vorzeichen 
hinzu, jo erhält man für jeden Winkel o in einem beliebigen 
Quadranten 


＋ 0 
aba e METER} 
5 +CD +CD sin o 
00 


4. Das Product aus der Tangente und der 
Cotangente eines Winkels iſt immer gleich 1: 


tang ه‎ ٠ cotg o = 1. 
Multiplicirt man nämlich (2) mit (3), ſo ergibt ſich 
tang ; cotg 1ع ن‎ 
woraus weiter gefunden wird 


1 1 
tang رن‎ = —— und cotg o =. 
cotg m tang 0» 


5. Die Secante eines Winkels iſt gleich dem 
reciproken Werthe ſeines Coſinus: 


Sec W = — · 
COS u) 


Denn es iſt sec 95 Dividirt man Zähler und 


Nenner dieſes Quotienten durch 0 0 und ſchreibt die Vorzeichen 
hinzu, fo iſt für jeden Winkel o in einem beliebigen Quadranten 


„ — — 1 
OD +0D cos 
00 
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teciproten Werthe ſeines Sinus: 


1 2 
cosec و ن‎ 
sin o 


43 Denn es iſt cosec» ع‎ 855 Dividirt man Zähler und 


5 Nenner des Quotienten durch OC und ſetzt die Vor zeichen 
hinzu, ſo erhält man für jeden Winkel in einem Sign 


Quadranten 
r 5 
سينا‎ Ob sum 
00 


9 Mit Hülfe dieſer 6 Gleichungen läßt ſich eine jede trigo⸗ 
1 nometriſche Function durch jede der übrigen ausdrücken. 


A 5 1 Beweiſe nun, daß 
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$. 14. 


Beziehungen zwiſchen den krigonomekriſchen Junclionen zweier 
Complementwinkel, zweier Winkel, welche ſich zu 90° ergänzen. 


Die trigonometriſchen Functionen eines Win- 
kels find den entſprechenden Cofunctionen des Com- 
plementwinkels gleich. 


C1 


0 A 


Es ſeien nämlich (Fig. 11) X AOC, und < BOC, die 
beiden Complementwinkel, welche ſich alſo zu einem Rechten 
ergänzen; alsdann iſt, wenn < A OC, ح‎ , offenbar BOC, 
—= 900 — . Iſt nun 0,12 ſenkrecht auf OA und C, E ſenk⸗ 
recht auf OB, fo hat man 


GE OD 


1) Sin (900 =— 00 — 0 0 == OC سد‎ 005 , 
OE C,D 
5 0 الل بح (رں‎ — 
2) cos (900 — m) 66 OQ in , 


sin (900 - cos 
ang 9 8 — 5 
3) * 090 90 cos (900 — ©) sin نب‎ 9 = 


cos (90 — m) sin 0» 


9 ڪن‎ — — —— 9 
ane sin (900 — m) cos SUR 
5) sec (90 — جح إن‎ EEE A coseco 
cos (900 — wm) sin س‎ K 
3 1 1 
6) cose (900 — w) = = seco. f 


sin (900 —w) cos 
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8. 15. 


Beziehungen zwiſchen den krigonomelriſchen Funckionen eines 
ſtumpfen Winkels und den JFunckionen feines 
Aeberſchußwinſtels über 90°, 


Die trigonometriſchen Functionen eines ſtum— 
pfen Winkels find alle den entſprechenden Co⸗ 
functionen feines Ueberſchußwinkels über 90% 
dem abſoluten Werthe nach, der Sinus und die Co⸗ 
ſecante denſelben auch dem Vorzeichen nach gleich. 


Es fei nämlich (Fig. 12) <$ 00e der ſtumpfe Winkel, 
alſo, indem 3002 ع‎ w geſetzt wird, X A O C = 90° + w. 
Alsdann iſt, wenn man C De ſenkrecht auf AA’ und Ce E 
ſenkrecht auf OB fällt, offenbar: 


1) sin (900 + )ص‎ = an = 80 = C08 , 


— 0 — EC: 
2) cos (900 ل‎ (= dm in, 


9 (900 in (90 ے (س ع‎ Los ے‎ 
e ae er 


cos (90° wm) — sin _ 


00 aE (س -ل810)900‎ 60580 E 
r 1 1 

„ 
6) cosec (90 + w) = 3 sec . 


sin (905 o) c 
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§. 16. 


Beziehungen zwiſchen den krigonometriſchen Funckionen zweier 
Supplemenktwinkel, zweier Winkel, welche fi zu 1800 ergänzen. 


Die trigonometriſchen Functionen eines Win— 
kels ſind alle den gleichnamigen Functionen des 
Supplementwinkels dem abſoluten Werthe nach, 
der Sinus und die Coſecante denſelben auch dem 
Vorzeichen nach gleich. 


* A 
A 7 6 


Denn es feien (Fig. 13) X40 C und TA 0 و0‎ die 
beiden Supplementwinkel, welche ſich alſo zu zwei Rechten 
ergänzen; alsdann iſt, wenn TAO , offenbar 
IAO C= 1800 — .س‎ Fällt man nun Ce De ſenkrecht auf 
AA,, ſo iſt 


Ca D 


1) sin (1800 — (ن‎ = 0 6 din ch, 
2) cos (1800 — ون‎ = — 00 = —(050, 
2 

na sin (1800 — 82... 

3) tang (1800 — (س‎ . tang 00, 
cos (1800 — — cos u 
Pes (ide u 480 — = Denn o eotg a, 
5) sec (1800 — h = — „ -= 8ec 0 
cos (1800 —w) cos س‎ R 

(6) cosec (180% — u) = 1 — = 005606 . 


sin (180° —o) sin ب‎ 
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S. 17 


Beziehungen zwiſchen den krigonomelriſchen Tunckionen zweier 
dem abſoluken Werke nach gleichen, aber dem Vorzeichen nach 
enkgegengeſetzten Winkel. 

Die trigonometriſchen Functionen eines 
Winkels ſind alle den gleichnamigen Func⸗ 
tionen des abſolut gleichen, aber entgegenge⸗ 
ſetzten Winkels dem abſoluten Werthe nach, der 
Coſinus und die Secante denſelben auch dem 
Vorzeichen nach gleich. 


BY 


Big. 14. . 


0 17 C. 


Seien nämlich (Fig. 15) 0 C und <$ A OC, zwei 
Winkel, welche einander abſolut gleich, aber entgegengeſetzt ſind, 
und fei N A OO, = + , alſo A0 C. =— , fo iſt, da 
C, C ſenkrecht auf OA ſteht: 


1) sin (— ) = 90 — — 00 = Sin , 
OD 0:1 
2 . cos ( N = cos م0‎ 
) uj ge FE a 
2 sin(— (م‎ _ — in W 
3) tang (— جب زم‎ 1 tang , 
3 cos (- 0 cos | 
2 02 sin (- — sin E 
5) set (— 0) = = ernst Sec a 
cos ( cos س‎ x 
6) cosee ( جع ورم‎ 3 — = 0056© o 
5 Sin (- 0 — sin چ‎ 
8. 18. 


Beziehungen zwiſchen den krigonomelriſchen Frunckionen zweier 
beliebigen Winkel. 


Bei der Aufſuchung des Zuſammenhanges zwiſchen den 
trigonometriſchen Functionen der Summe und der Differenz zweier 
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Winkel à und 8 und den Functionen dieſer Winkel ſelbſt berück- 
ſichtigen wir der Einfachheit wegen ausführlich nur die beiden 
Fälle, in welchen entweder beide Winkel ſpitz oder doch nur 
einer ein ſtumpfer iſt. 


a. Fig. 15. b. 


1. Nehmen wir an (Fig. 15), daß Ka <R, Y R, 
له‎ R, und ſetzen TAO B= «, IBO YJBOD G, 
alſo TAO 0 -لد» ع‎ und TAO 1( ع‎ =. Ziehen wir 
alsdann die zu OB ſenkrechte Verbindungslinie CD und fällen 
auf A A die Senkrechten CF, DG, EH und auf CF und EH 
die Senkrechten EK und DL, jo it XD EIL {ECK = 
2 م‎ 0 83 - ». Nun ergibt ſich 


CF _EH+CK 


B sin ( + 8) = 66 = ¬ 60 
_ Sine: OE + cos - CE 
00 


sin « COS 8 ل‎ cos & sin 8. 
DG EH NR 
O > a 
— sin & cos g — cos & Sin f. 
5 E 
III. ER 
cos c. OE ح‎ sin &. CE 
5 00 
cos & COS g — sin & sin g. 
06 _OH-+EK 
73 27 MW 
cos » COS 8 + sin & sin g. 


II. iin (E — 8) 


IV. cos 6 — 5) = 


*) + OF (fig. 15, a), —OF (Fig. 15, b). 
Fig 
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a. Fig. 16. b. 


F 370,76 


2. Nehmen wir an (Fig. 16), daß Ye, SACK, 
«+ م‎ > 2R, und ſetzen TAO B, <BOC= {BOD =8, 
alſo AO OH ل‎ 86, TAO 1( ع‎ - 6. Ziehen wir.als- 
dann die zu OB ſenkrechte Verbindungslinie CD und fällen 
auf AA’ die Senkrechten CF, EH, DG, ferner auf EH und 
D G die Senkrechten CK und EL, ſo iſt = CEK=<{EDL 
— AO 13 1800 — . Nun ergibt ſich 


CF EH - EKR 
1. sin (+ 8) 66 — 66 


_ sin (180° — a). O E— cos (1800 — @)- CE 


00 
sin & cos # + cos & sin g. 
II. Sinn HER 


= sin & cos 8 — cos & sin g. 


—OF — OH- CK 
III. cos (a + ع (م‎ — O EE ;T Mc 
eos (180° — c). OE — sin (180 — 0). CE 
7 00 
— 005 » COS g — sin & sin f. 
+0G*) —OH-+CK 
IV. eos (c — ح (م‎ 52 = re 
= cos ¢ COS 8 sin & sin 8. 


Ganz dieſelben Ausdrücke ergeben ſich, wenn von den beiden 
Winkeln « und ß jeder ein ſtumpfer oder auch einer ein 


*) + OG (fig. 16, a), —OG (Fig. 16, b). 
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überſtumpfer iſt, wie ſich auf dieſelbe Weiſe leicht beweiſen läßt. 


Daher iſt denn in völliger Allgemeinheit für je zwei beliebige 
Winkel: 


(1) sin (e + 8) = sin & cos 8 eos & sin g, 
(2) sin (e — 8) - sin & 603 8 cos » sin 8, 
(3) cos ( g) cos & cos 8 — sin «sin f, 
(4) cos (c — g) cos & cos? sin a sin f. 


Aus dieſen Formeln laſſen ſich unzählig viele neue Formeln 
ableiten, und werden dieſelben deshalb mit Recht die vier 
Fundamentalformeln der Trigonometrie genannt. Indeß 
ſollen aus denſelben im Folgenden nur die einfacheren Formeln, 
welche bei elementaren Unterſuchungen am häufigſten zur Ans 
wendung kommen, entwickelt werden. 

Dividirt man zu dem Ende (1) durch (3), ſo wie (2) 
durch (4), ſo ergibt ſich 

5 Sin e cos 8 + cos & sin g 
رم هدم‎ cos & cos م‎ — sin & sin g 
7 ا‎ A sin @ cos 8 — cos ¢ sin م‎ 
MEET cos & 608 8 + sin «sin م‎ 
und wenn man auf der rechten Seite dieſer Gleichungen Zähler 
und Nenner durch eos & cos م‎ dividirt, jo erhält man 


: __ tange+tangß 

(5) tang (e ع زم‎ TZ tang «tang f 

g gp) Ea — ng 

(6) tang ( 8) 3 1 — tang « tang 8 

(2) E ergibt fi, wenn man (3) durch (1), und (4) durch 
dirt, 


cotg )» g) ع‎ 


cos » cos g — sine sing 
sin & cos حل م‎ cos & sin g 
Cole (a — زم‎ Cos er cos . Ain ng, 
sin & cos 8 cos « sin 8 
und wenn man auf der rechten Seite dieſer Gleichungen Zähler 
und Nenner durch sin & sin f dividirt, jo erhält man 
tg » cotg 8 — 1 
3 cotg le-. ELL 8-17 
( 8 (e-+P) cotg 8 -ل‎ cotg » 
cotg » cotgg حل‎ 1 
cotg g cotg » 


(8) cots (e— (م‎ — 
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9. 


Jernere Beziehungen zwiſchen den krigonomekriſchen Funclionen 
zweier beliebigen Winkel. 


Durch Addition und Subtraction der Fundamentalformeln 
(1) und (2) ergibt ſich ferner 


(9) sin (g 8) + sin (@ — g) = 2sin« cos g, 
(10) sin («+ 8) — sin (α — g) = 2 cos & sin g, 


und durch Addition und Subtraction der Fundamentalformeln 
(3) und (4) ergiht ſich 


(11) cos («+ 8) A cos (¢ 5) = 2 cos » cos f, 
(12) cos (¢ — ) — cos (e + 8) = 2 sin & sin g. 
Setzt man in den vorſtehenden vier Gleichungen 
ب‎ B= = u 
سان‎ 6 b, 
demnach a=4(a+b, 
P=3(a— b), 
fo ergeben ſich ferner die beachtenswerthen Formeln: 
(13) sin a ＋ sin b - 2 sin (a ＋ b) cos 3 (a — b), 
(14) sin a — sin b = 2 cos } (a b) sin 3 (a — b), 
(15) cos a ل‎ cosb - 2 cos} (a ＋ b) cos + (a — b), 
(16) cosb cosa 2 şin 3 (a Fb) sin $ (a — b). 


Dieſe vier Formeln dienen dazu um die Summe 
und die Differenz der Sinus oder Coſinus zweier 
Winkel in ein Product dieſer Functionen zu ver- 
wandeln. 


Durch Diviſion der Gleichungen 19) und (14), jo wie 
der Gleichungen (15) und (16) ergeben ſich leicht noch die 
folgenden Formeln: 


(47 sin a * sin b tang (a b), 
sin a — sin b tang 3 (a — b)" 


cos b cos a 
ب و‎ — tang } (a + b)-tang}(a—b). 


(18) 
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$. 20. 


Beziehungen zwiſchen den krigonomekriſchen Functionen eines 
Winkels und den krigonomekriſchen Tunckionen des doppelten 
und halben Winkels. 


Setzt man in den Fundamentalformeln (1) und (3) nun⸗ 
mehr م‎ — ¢, jo erhält man: 


(19) sin 2 = 2 sin ꝙ cos ©, 
alſo auch sin ¢ = 2 sin 3 » COS + &, 
(20) cos 2 = 6052 e sin? , 
alſo auch cos ع ن‎ COS } e — sin® } c. 


Ebenſo erhält man, indem man S—=a ſetzt, aus den 
Formeln (5) und (7) die folgenden: 


2 tang a 
2 eee eee 
(21) tang 2 & Tn 
lſo auch tang 5 
* aus c —tangifa 
cotg? دن‎ 1 
3 tg 2 = لخب‎ 
(22) EE 20015 » 
cotg?4a—1 
08 c = 
alſo auch cotg a Jen 


Mit Hülfe dieſer vier Formeln kann man Sinus, 
Coſinus, Tangente und Cotangente des doppelten 
Winkels aus Sinus, Coſinus, Tangente und Cotan— 
gente des einfachen Winkels beſtimmen. 


Aus Gleichung (20) erhält man, je nachdem 1 — sin? » 
ſtatt cos? c, oder 1 — cos? ſtatt sin? æ geſetzt wird, 


(23) 1 — cos 2 = 9 sine c, 
(24) 1 ل‎ cos 24 9 cos , 
oder, indem man 2 - a, alſo & za ſetzt, 
(25) 1 cos a 2 sin? ; a, 
(26) 1 ＋ cosa = 2 cose q a 
Die beiden Gleichungen geben ferner die Formeln: 
R T cosa 1— cos a 
27 da = 
(28) cos MI gess, 
Boyman, Mathematik, 2. Theil. 4. Aufl. 3 
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aus welchem man durch Diviſion noch die folgenden erhält: 


29) gii ee 1— cosa 


IPeosa sine ’ 
(30) cotg}a— 1F cosa _ 1J cosa. 
1— cosa sina 


Mit Hülfe dieſer vier Formeln laſſen ſich Sinus, 
Coſinus, Tangente und Cotangente des halben 
Winkels aus dem Coſinus des ganzen Winkels 
beſtimmen. 


8. 21. 


Beziehungen zwiſchen den frigonometriſchen Tunclionen der 
Winkel eines Dreiecks, überhaupt dreier Winkel, welche 
in Summe 1800 betragen. 
In jedem beliebigen Dreiecke iſt 
1) sin a + sin g sin y = 4 cos 3œ cos + 8 208 3. 
Denn es iſt 
sin e ل‎ sin ? + sin 7 ع‎ 
2 sin 3 («+ 8) cos ( — 8) + sin (u + 8) (F. 13) 
— 2 sin } (e #8) cos q (e =) 2 sin 3 ( ) cos } (e + 


(8. 19) 
== 2sin )» + 8) [cos C 8) + cos 4 («+ [(م‎ 
2 cos 3 [2 cos + «cos 36 (F. 11) 


4 cos 3 œ COS} 8 cos 3 5. 

2) cos a + cos 8 + cosy = 1 + 4 sin 3 œ sin $ sin 3 7. 
Denn es iſt 
cos حل بن‎ COS 8 + 608 بز‎ = 
2 cos } («+ 8) eos 4 () - cos(e + 8) (F. 15) 
= 2008 eos H-) 1-2 52م‎ } («-+3)](8.26) 
—1-+2005}(@ + 8)[e0s} («a — 8) eos (a + 8([ 
=1-+2sinyy[2sin} a sin} 8] (F. 12) 
=1-+4sint} «a sin} sin z y. 
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3) sin 2% + sin 2 3 ＋ sin 25 = 4 sin » sin 8 sin y. 
Denn es iſt 
sin 2 ＋ sin 2 ل م‎ sin 27 
— 2 sin (a -F 8) cos (¢ - @) + 2 sin y cosy (F. 13 u. 19) 
2 sin 7 cos )e — P) — 2 sin y cos ) +) 
— 2 sin y [cos (¢ — Ê) — cos («+ ) 
= 2 sin y [2 sin « sin 8] (8. 12( 
ب‎ 4sin «sin g sin y. 
4) 6052 a + 00923 8 + 0052 7 ع‎ — (1 + 4 cose COS 8 C08 7). 
Denn es iſt 
cos 2 ＋ cos 2 8 ل‎ cos 27 = 
2 cos ( ) cos ( — 8) ＋ cos 2 ( + 8) (F. 15) 
— 2005 ) م‎ + @)cos(a— 8( + [2c0s (e+ 8) - 1] (F. 24) 
— — 1 4-2 cos (a + 8) [cos (e — 8) cos (@ + 8)] 
—=—1—2cosy[2 cos & cos 8[ (F. 11) 
= — )1 ل‎ 4 005 » 005 8 209 5). 


5) tang e g tang م‎ + tang y =— tang a tang g tang y 


Denn da 
_ banga - tang 3 
. 7 4 ek 8.5) 
fo it tangy — tang atang 8 tang y= — tang - tang en mithin 


tang a ＋ tang Û + tang y = tang a tang 8 tang 
6) cotg + » + cotg 4 -ل م‎ cotg } y = cotg + » cotg + 8 cotg }y. 


Denn da 
Meine an EL o 


fo iſt eotg » عأمء‎ 48 cotg $ سر‎ cotg + عام +» + عام ع بر‎ 2, mithin 
cotg 3a cotg ! 0 + cotg +7 = cotg 3 c cotg g 2018 7. 


3 * 
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8. 22. 


Verechnung der frigonomelrifden Funclionen und Anfertigung 
der krigonomekriſchen Tafeln. 


Die Einführung der trigonometriſchen Functionen, welche 
bezweckt, die nach Graden, Minuten und Secunden gegebenen 
Winkel durch abſtracte Zahlen zu erſetzen, iſt für die Praxis 
nur dann von Nutzen, wenn mathematiſche Tafeln vorliegen, 
aus welchem man zu jedem gegebenen Winkel die zugehörigen 
trigonometriſchen Functionen in Zahlen, und umgekehrt zu jeder 
in Zahlen gegebenen trigonometriſchen Function den zugehörigen 
Winkel ſogleich erhalten kann. 

Gute Tafeln dieſer Art haben die Einrichtung, daß man 
aus ihnen die Werthe der trigonometriſchen Functionen oder 
vielmehr deren Logarithmen von allen Winkeln des erſten Qua— 
dranten in Intervallen von 10 Secunden unmittelbar, und von 
Secunde zu Secunde durch Hülfe beigefügter Differenztäfelchen 
leicht finden kann. Die wirkliche Berechnung der trigonome— 
triſchen Functionen wird ſich aber auf die Winkel von 00 bis 450 
beſchränken, da nach 55. 14-16 die trigonometriſchen Func⸗ 
tionen der Winkel über 450 auf die der Winkel unter 450 
zurückgeführt werden können. Auch erhellt, daß man blos die 
Sinus der Winkel zu berechnen haben wird, da nach $. 13 
alle übrigen Functionen ſich aus dem Sinus ableiten laſſen. 
Da man ferner mit Hülfe der Fundamentalformel (1) §. 18 
aus dem Sinus und Coſinus des einfachen Winkels den Sinus 
des doppelten, dreifachen, überhaupt jedes beliebig vielfachen 
Winkels finden kann, ſo iſt erſichtlich, daß bei der Berechnung 
der trigonometriſchen Functionen der Winkel in Intervallen von 
10 Secunden endlich Alles auf die unmittelbare Berechnung 
von sin 10“ ankommt. Dieſe Berechnung läßt ſich aber auf 
folgende Weiſe ausführen. ٤ 

Da, wie eine einfache geometriſche Betrachtung ergibt, 
sin 450 — cos 450, und da die Summe aus dem Quadrate des 
Sinus und dem Quadrate des Coſinus eines Winkels immer 
gleich 1 iſt, ſo iſt auch 

sin? 450 + cos? 45% ع‎ 2 sin 450 — 2 cos? 450 1ع‎ 


folglich 
cos 450 = sin 450 f == 2, 


wonach man durch Ausziehung der Qnadratwurzel aus 2 den 
Coſinus von 450 mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit 
finden kann. Durch ſucceſſive Anwendung der Formel (28) F. 20 
erhält man aber 
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/1 + cosa 
csta=\/ 5 7 


/1 ل‎ cos 3 » 
8 


cos } = ۷ 2 
/1 ل‎ cos 4 » 
> U 


cos + C uk 5 


cos 1 «‏ عا 


31 
2 


wobei wir die Rechnung ſoweit durchgeführt annehmen, daß, 
wenn = 450 geſetzt wird, Winkel 2•— nächſt größer als 


10 Sccunden und Winkel 2 , ¢ nächſt kleiner als 10 Secunden 


iſt. Für die Sinus der beiden Winkel, von welchen der eine 
nächſt größer als 10 Secunden, und der andere nächſt kleiner als 
10 Secunden iſt, wird ſich dann nach Formel (27) §. 20 ergeben: 


De 9885 
sin, am — 
2 
t ار‎ — e05 
sin ا — ل‎ 


Bei ſehr kleinen Winkeln, wie den in Rede ſtehenden, kann 
man aber die zugehörigen Bogen ohne merklichen Fehler als 
gerade Linien annehmen, und alsdann bilden die Bogen und die 
Gegenprojectionen bei je zwei ſolchen Winkeln homologe Seiten 
zweier ähnlichen Dreiecke, wonach ſodann erhellt, daß ſich die 
Sinus ſehr kleiner Winkel verhalten wie die Bogen oder die 
Winkel ſelbſt. Daher iſt denn 


sin 10“: sin a: 4 107 2 ce, 
I 1 
sin 10 in ga > > O: 2 
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woraus für den Sin us des Winkels von 10 Secunden ſich 
ergibt 

2°: 10" sin, 38 
1) sin 10" == —7 


21. 10“ sin 0 5 


2) sin 10° = 


Jeder dieſer beiden Ausdrücke, in welchen & = 45 : 60:60 
— 162000 Secunden zu nehmen iſt, gibt einen Werth für sin 10”, 
welche beide freilich nicht ganz genau ſind. Diejenigen Decimal- 
ſtellen aber, in welchen vom Anfange an beide Werthe überein- 
ſtimmen, werden den Werth von sin 10” noch vollkommen richtig 
darſtellen. 
Iſt ſomit sin 10“ gefunden, ſo berechnet ſich nach der 
Tabelle 5. 13 leicht cos 10“, tang 10”, cotg 10“ x. — Unter 
Anwendung der Formel (19) $. 20 erhält man ſodann sin 20” 
— 2sin 10“ cos 10“, und hieraus wieder cos 20“, tang 20”, 
cotg 20“ x. — Weiter wird ſich dann unter Anwendung der 
Formel (1) $. 18 ergeben sin 30“ — sin 20° cos 10” + 
cos 20” sin 10“, woraus dann wieder cos 30”, tang 30”, 
cotg 30“ ſich berechnen laſſen. — U. ſ. w. 
Es ſollte durch die vorſtehende Entwicklung blos die Mög— 
lichkeit der Berechnung der trigonometriſchen Functionen dar— 
gethan werden, nicht aber wird behauptet, daß dieſelben auf die 
angegebene Weiſe wirklich berechnet werden. Zur wirklichen Be— 
rechnung bedient man ſich vielmehr bequemerer und einfacherer 
Methoden, welche die höhere Analyſis an die Hand gibt. 
Die aufgeſtellten Tafeln enthalten, was zu bemerken iſt, 
nicht einfach die trigonometriſchen Functionen der Winkel, ſon— 
dern vielmehr die Logarithmen derſelben. Große Erleichterung 
beim Gebrauche durch die Zweckmäßigkeit ihrer Einrichtung ge— 
währen die logarithmiſch-trigonometriſchen Tafeln 
von Vega, in ihrer neueſten Ausgabe von Bremiker, 
Leipzig 1875. Die Einleitung zu denſelben gibt die ausführliche 
Anweiſung zu ihrem Gebrauche, namentlich zur Löſung der bei— 
den Hauptaufgaben: vermittelſt der Tafeln 
1) zu jedem gegebenen Winkel die zugehörige trigonometriſche 
Function, beziehlich ihren Logarithmus zu finden, 

2) zu jeder direct oder durch ihren Logarithmus gegebenen 
=> Wa Function den zugehörigen Winfel zu 
inden. 
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Anmerkung. Wie wir bei dem vorſtehend angegebenen 
Verfahren zur Berechnung der trigonometriſchen Functionen von 
dem Winkel von 450 ausgegangen ſind, ſo hätte man auch von 
dem Winkel von 300 oder von dem Winkel von 180 ausgehen 
können. Denn unmittelbar ergeben ſich die Sinus dieſer drei 
Winkel als die Hälften der Sehnen oder Chorden, welche in 
einem Kreiſe vom Radius 1 den Centriwinkeln von 90°, 600, 
360 entſprechen. Da dieſe Sehnen nämlich auch als die Seiten 
eines dem Kreiſe einbeſchriebenen regulären, Vierecks, Sechsecks, 
Zehnecks angeſehen werden können, ſo findet man leicht: 

sin 450 — 3 chord 900 “بدح‎ E 
sin 300 — 4 chord 600 = 4, 
sin 180 — } chord 36° ع‎ + (V5 — 1). 


§. 23. 
Aebungs-ufgaben über die Beziehungen der trigonomelriſchen 
Funckionen der einfachen, doppelten und halben Winkel. 
1) Allgemeine Aufgaben. 
1—14. Wie groß iſt der Winkel, für welchen ſich verhält 
1. der Sinus zum Coſinus wie m zu n? 


: 1 m 
Antw. La are (sin = حصب‎ ). 
Vm?+ u? 


2. der Sinus zur Tangente wie m zu n? 
„ Vm n — m m 
Antw. Y = are (sin — ( 7225 * * are (eos 1 : ) . 


3. der Sinus zur Co tangente wie m zu n? 
nt Vm? + Ane). 
2 n 
4. der Sinus zur Secante wie m zu n? 
‚ — 
Antw, Te = arc (Lin = ** ar 12 کے(‎ = rC (sin — )- 
5. der Sinus zur Coſecante wie m zu n? 


Antw. Ya = are (sin 5 V 


n 


Antw. Ya are (eos — 
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6. der Coſinus zur Tangente wie m zu n ? 


— ma Vm? + 3 
2n 


7. der Coſinus zur Cotangente wie m zu n? 


m 
Antw. T are (in — = ). 
n 


Antw. Le = are (sin — ge 


8. der Coſinus zur Secante wie m zu n? 
m 
Antw. < = arc (eos — Vm). 


9. der Coſinus zur Coſecante wie m zu n? 


Antw. Ta = are (cos د ح‎ * Vue Am 


: 2m 
= j arc(sin — 
n 


2n 
10. die Tangente zur Cotangente wie m zu n? 
Antw. —src (5m — m : 
* 0 m + 25 


11. die Tangente zur Secante wie m zu n? 
1 
Antw. م‎ = are (sin =). 
< (in — 1) 
12. die Tangente zur Coſecante wie m zu n? 


I _—m+vVm?+4n? 
Antw. Ta = are (ws = خكت‎ 7 . 


13. die Cotangente zur Secante wie m zu n? 


— m AN m? ger? 
2n 


14. die Cotangente zur Coſecante wie m zu n? 


Antw. Te = are (eos — — =). 


Antw. Ta = are (sin — 


15—26. Wie groß iſt der Winkel, für welchen fich verhält 
15. der Sinus des einfachen Winkels zum Sinus des 
doppelten Winkels wie m zu n ? 


Antw. T = are (eos == — 


http://rcin.org.pl 


8.2. Die trigonometriſchen Functionen. 41 
16. der Sinus des einfachen ee zum Coſinus des 
doppelten Winkels wie m zu n? 
—n+Vn 2 + 8m? ): 
4m 


17. der Sinus des einfachen Winkels zur Tangente des 
doppelten Winkels wie m zu n? 


Antw. < = are (sin = =—. 


ın 2 ın An' 
Antw. Ta are (cos تلاح‎ 2 a ). 


18. der Coſinus des einfachen Winkels zum Sinus des 
doppelten Winkels wie m zu n? 


: n 
Antw. La = are (sin 7 ) 
19. der Coſinus des einfachen Winkels zum Coſinus des 
doppelten Winkels wie m zu n? 
n + Vn? -F 8 me 
Antw. Yee ع‎ are | cos = حت‎ * )- 


20. der Coſinus des einfachen Winkels zur Tangente des 
doppelten Winkels wie m zu n? 
1 — mz Vm? A. 20? 
9 20 — — = 
Antw. < a are (sin = Her ). 
21. die Tangente des einfachen Winkels zum Sinus des 
doppelten Winkels wie m zu n? 
Antw. Tee = ar an ا‎ 
< are (eos an ) 
22. die Tangente des ein'achen Winkels zur Tangente des 
doppelten Winkels wie m zu n? 
/n- — 2m 
Antw. = gare (tang = 
Lu c( ang = 5 9). 


23. die Tangente des einfachen Winkels zur Cotangente des 
doppelten Winkels wie m zu n? 


BT 
m 


24. die Cotangente des einfachen Winkels zum Sinus des 
doppelten Winkels wie m zu n? 


/ 
1 In 
Antw. < a = are (sin u 2m ) 


Antw. La = are (cotg — =\ 
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25. die Cotangente des einfachen Winkels zur Tangente 
des doppelten Winkels wie m zu n? 


Antw. < e = arc (tang — N 


26. die Cotangente des einfachen Winkels zur Cotangente 
des doppelten Winkels wie m zue n!? ? 


Antw. Te = are (ots Vi 5 


27--36. Wie groß iſt der Winkel, für welchen ſich verhält 
27. der Sinus des ganzen Winkels zum Sinus des 
halben Winkels wie ın zu n? 


m - 2n? 
Antw. T = are (eos = m -)- 
28. der Sinus des ganzen Winkels zum Coſinus des 
halben Winkels wie m zu n? 
212 — m? 25 


Antw. < a = are ( cos = Anz 


29. der Sinus des ganzen Winkels zur Tangente des 
halben Winkels wie m zu n? 


nm 
Antw. Te =— arê (eos ح‎ 3 m). 
30. der Sinus des ganzen Winkels zur Cotangente des 
halben Winkels wie m zu n? 
nm 
Antw. < a = arc (cos — — - ). 
31. der Coſinus des ganzen Winkels zum Sinus des 
halben Winkels wie m zu n? 
— mer mi 8 me ne 
Antw. Ye = arc (eos = zu ER 9). 
32. der Coſinus des ganzen Winkels zum Coſinus des 
halben Winkels wie m zu n? 
me g. v m. . 8 mene 9 
4n? 


33. die Tangente des ganzen Winkels zur Tangente des 
halben Winkels wie m zun?. 


n 
Antw. La = arc (cos Î ¬) 


Antw. <Y a = are (eos = — 
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34. die Tangente des ganzen Winkels zur Cotangente des 
halben Winkels wie m zu n? 


Antw. < a = arc (eos — r): 
35. die Cotangente des ganzen Winkels zur Tangente des 
halben Winkels wie m zu u? 


ا بج ج 31 = 9 

Antw. Le are (cos Er) 

36. die Cotangente des ganzen Winkels zur Cotangente 
des halben Winkels wie m zu n? 


m 
Antw. La are (eos 1 — = 


2. Berechnungs⸗Aufgaben. 


37— 54. Wie groß iſt der ſpitze Winkel, von welchem 

37. der Sinus gleich iſt dem Zweifachen des Coſinus? 
Antw. 63026’ 5”, 81. 

38. der Sinus gleich iſt dem dritten Theile der Tangente? 
Antw. 700 31˙43“, 61. 

39. der Sinus gleich iſt dem Vierfachen der Cotangente? 
Antw. 760 2043“, 52 

40. der Sinus gleich iſt dem dritten Theile der Secante? 
Antw. 200 54 18", 56 oder 690 5˙41˙, 44. 

41. der Sinus gleich iſt dem dritten Theile der Coſecante? 
Antw. 350 15' 51”, 79. 

42. der Coſinus gleich iſt dem Zweifachen der Tangente? 
Antw. 240 28° 11”, 27. 

43. der Coſinus gleich iſt dem neunten Theile der Secante? 
Antw. 700 31'43”, 62. 

44. die Tangente gleich iſt dem Zweifachen der Cotangente? 
Antw. 540 448“, 19. 

45. die Tangente gleich iſt dem vierten Theile der Coſecante? 
Antw. 28° 112“, 63. 

46. die Cotangente gleich iſt dem Fünffachen der Secante? 
Antw. 110 612“, 68. 
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47. der Sinus gleich iſt dem halben Coſinus des doppel- 
ten Winkels? 
Antw. 210 2814“, 52. 
48. der Coſinus gleich iſt dem Zweifachen der Tangente 
des doppelten Winkels? 
Antw. 120 59’ 16”, 35. 
49. die Tangente gleich iſt dem vierten Theile der Cotan— 
gente des doppelten Winkels? 
Antw. 180 2615“, 81. 
50. die Cotangente gleich iſt dem Dreifachen der Cotangente 
des doppelten Winkels? 
Antw. 300. 
51. der Sinus gleich iſt dem vierten Theile des Coſinus 
des halben Winkels? 
Antw. 140 21' 41" 44. 
52. der Coſinus gleich iſt dem halben Coſinus des halben 
Winkels? 
Antw. 650 4 6“, 42, 
53. die Tangente gleich iſt dem dritten Theile der Cotan— 
gente des halben Winkels? 
Antw. 410 24347 62. 
54. die Cotangente gleich iſt dem vierten Theile der Cotan— 
gente des halben Winkels? 
Antw. 700 3143“, 62. 
55--64. Wie groß iſt der Winkel e, wenn 
55. sin & 3 V3 cos a. 
Antw. sin c = 1 oder +: <a = 900 oder 300. 
56. cotg ‘tang 2 — tang & cotg 2 =2. 
Antw. tang a = + (14 2); La = 220 30“, 670 30“, 
112030, 30“ 
57. sin $ a + cos 4 =]. 
Antw. sin + =; < a= 600. 
58. cos} عن‎ + cos c =1. 
Antw. cos + α (7-1); = 770 20 12”. 
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59. sin 2 ＋ 2 تون‎ = 2. 

Antw. sin c = o oder 3; < a— 450 oder 1800. 
60. sin? بن‎ cos? عدن‎ cos &. 

Antw. cos c ح‎ + oder — 1; يك‎ = 60° oder 1800. 
61. 6sin®« 8 cose a = 7 sin 2 a. 

Antw tang a = 1 oder 1}; ¢ — 450 oder ب‎ = 530 7’ 48”, 36. 
62. 6sin?« ＋ 28 cos? ¢ = 13 sin 2 a. 

Antw. tang c ح‎ 2 oder 23 Y = 63026'5”,82 od. 660485 %06. 
63. sin 2 e — sin ¢ z tang «. 

Antw. cos ين‎ = 308. — 4; = 48011˙22˙,88 od. 99035˙38˙,64. 
64. 2 sin a + 9 cos u = 6. 

Antw. cos c = 4 od. 1; T —3652'11”,65.0d.61055'39”,04. 
65. 8 sin c — cos a = 4. 1 

Antw. cos c- od. - +4 Y “360959'11“,6500.152022:48عم‎ 41. 
66. 9 sin & - 2 cos a= 6. 

Antw. cos c = od. - 17; < = 5307486 od. 557,11 
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Sweiter Abschnitt. 


Anwendung der trigonometriſchen Functionen zur 
Berechnung der Dreiecke. 


§. 24. 
Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. 


In dem rechtwinkligen Dreiecke iſt der eine Winkel als 
rechter immer gegeben. Sind alſo außer dieſem noch zwei 
unabhängige Stücke, nämlich entweder eine Seite und ein 
Winkel oder zwei Seiten gegeben, ſo laſſen ſich die übrigen 
Stücke des Dreiecks leicht beſtimmen. 


B 
_» 


5 2 
ee 
A 5 EÊ 


Bezeichnet man nämlich (Fig. 17) die Hypotenuſe des 
rechtwinkligen Dreiecks ABC mit c, die beiden Katheten mit 
a und b und die dieſen gegenüberliegenden Winkel entſprechend 
mit & und 8, jo gelten nach dem Begriffe der trigonometriſchen 
Functionen und dem pythagoräiſchen Lehrſatze folgende Gleichungen: 


Fig. 17. 


1) sin a= und sin 8 
0 0 
b 3 
2) cos „ eos = 
a b 
3) tanga = „ tang ح م‎ 15 
b 3 
4) cotg a m cotg 8 ع‎ b 
5) «a+ = 900 „ a2 0= ee, 
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durch deren Anwendung theils in der gegebenen, theils in um— 
geänderter Form alle Aufgaben über das rechtwinklige Dreieck 
in Bezug auf Beſtimmung der Seiten und Winkel ſich löſen 
laſſen. Dabei ſind nun folgende fünf Fälle zu betrachten. 


IJ. Es fei gegeben die Hypotenuſe und ein 
ſpitzer Winkel: die übrigen Stücke des rechtwin— 
keligen Dreicks zu beſtimmen. 

Gegeben e, a; geſucht 6, a, b. 
Auflöſung. Da die Summe der Winkel م ل ع‎ = 909, 
ſo iſt offenbar der geſuchte ſpitze Winkel 
1) —I=M—e; 

ferner ergibt ſich aus den Gleichungen (1) und (2) für 

die beiden Katheten 


2) a = sin a, 
3 b=ccos«. 
Beiſpiel. Sei e=32", 45, {a = 570 137“, als⸗ 
dann iſt 
1 > 8 د‎ 0 — 570 137“ = 32046 53”. 
2) lg a , 10832,45 = 1511214 
er log sin 570 13.7. = 9, 9246630 — 10 
1,4358777 
4 = 27°, 2821. 
Bi دن‎ | 10g 32,45 — 147 
„ FOROS = 9 7335464 — 10 
1,2447611 


b = 17”, 5696. 


II. Es ſei gegeben eine Kathete und der anlie— 
gende ſpitze Winkel: die übrigen Stücke des recht— 
winkligen Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben a, 8; geſucht , b, e. 


Auflöſung. Es ergibt ſich ſofort für den geſuchten 
igen Winkel 
< « = 900 — 
ale ergibt ſich aus den Gleisungen (2) und (3) für 
die andere Kathete und die Hypotenuſe 


MIETE a 


4 Te. 


PL ER Fa ai ا‎ rn + امون تہ ی‎ 
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2) b=atangß, 
a 
) = os" 
Beifpiel. Sei a = 20, 18, IR = 38 36'5”, als⸗ 
dann iſt 
1) >) = 900 — 380 36 5, 5102355“ 
he | log 20,18 =. 1,3049212 
des =1 log tang 380365”— + 9,9021820 — 10 
1,2071032 
b 16", 1103. 
3) gef _ log 20,18 — 13049212 
= log eos 38° 36’ 5” = — -9, 8929320 16 10 
14119892 


o = 25, 8219. 


III. Es ſei gegeben eine Kathete und der gegen⸗ 
überliegende ſpitze Winkel: die übrigen Stücke des 
rechtwinkligen Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben a, a; geſucht 5, b, e. 
Auflöſung. Es ergibt ſich wieder für den geſuchten 
ſpitzen Winkel 
1) P=M — »: ١ 
aus den Gleichungen (1) und (4) ergibt ſich ferner für die 
andere Kathete und die Hypotenuſe 


2) b=acotge, 
a 
3) - 
Beiſpiel. Sei a= 305,77, Ka=51055'16", als⸗ 
dann iſt 
1) 4) م‎ = 90 — 510 55’ 163804 44“. 
2) log b=} log 39,77 — 1,5995556 
5 =1 4 log cotg5 105510" + 9.8940420 — 10 
14935976 
b = 31", 16001. 
Be } log 39,77 = + 6 
Se log sin 515516” = — 9,8960643 + 10 
1,7034913 


ce ==50", 5232. 
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IV. Es ſei gegeben die Hypotenuſe und eine 
Kathete: die übrigen Stücke des rechtwinkligen 
Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben c, a; geſucht a, 5, b. 
Au flöſung. Durch die Gleichungen (1) und (2) find 
die beiden ſpitzen Winkel ohne Weiteres gegeben, nämlich 


a EE 
1( sina ب ع‎ alſo N are (sin = 3 


2) COS 8 = alſo <8 — 6 (cos —— 3 


ferner ergibt ſich ſofort aus Gleichung (5) für die andere 
Kathete re 


3) b Va Ve ah (ca). 


Beiſpiel. Rare 33,15 und a- 19,89, alsdann iſt 
1 log 19,89 = 38 
Nes en > = er 33,15 = — 15204835 
9,7781513 — 10 
> «= 360 52 11% 64, folglich 
< 8 = 900 = 530 7 48", 36; oder 
ioc e { log 19,89— 1,2986348 


10g 33,15 = — 1204885 
9,7781513 — 10 
< 8 = 530 7! 48”, 36. 
4 log 53/4 5 
2,8471470 
log b = 1,4235735, 
b = 26% 52. 


V. Es ſeien gegeben die beiden Katheten: die 
übrigen Stücke des rechtwinkligen Dreiecks zu be— 
ſtimmen. 


Gegeben a, b; geſucht c, 8, e. 


Auflöſung. Durch die Gleichungen (3) und (4) ergibt 
ſich ohne Weiteres für die beiden ſpitzen Winkel ; 


a a 
1( tanga ß“ alſo Y are (tang — 6), 


2) cote f= r alſo are (eots = 3 
1 


Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 
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aus der Gleichung (5) ſerner ergibt ſich zwar ſofort die 
Hypotenuſe, nämlich 11 
c= Vu Abe; 
da aber jetzt @ und 8 bekannt find, jo berechnet ſich aus 
Gleichung (1) zweckmäßiger 1 
a 
3) ein 4 din ß 
Beiſpiel. Sei a- 28% 73 und b = 19,89, als⸗ 
dann iſt 
og 28,73 - 1,4583356 
1) log tang = 17 log 19,89 — — 12986348 
0,1597008 
Ta = 550 18'17, 44, folglich 
< = 900 — «= 340 41 42", D6; oder 
log 28,73 — 1,4583356 


f 
2) log cotg خ م‎ 1 — log 19,89 — — 1,2986348 


0,1597008 
< A = 340 41' 42" 55. 
1 5 
log 28,73 - 06 
بال طن‎ 1 logsin55018’17",44— — 9,9149734+10 
1,5433622 
34,9431. 


8: 25. 
Berechnung des gleichſchenkligen Dreiecks und der 
regulären Vielecke. 


Da durch die aus der Spitze eines gleichſchenkligen Dreiecks 
auf die Grundlinie gefällte Senkrechte (die Höhe) ſowohl der 
Winkel an der Spitze als die Grundlinie halbirt, und daher das 
gleichſchenklige Dreieck in zwei congruente rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt wird, ſo liefern die in dem vorigen Paragraphen aufge⸗ 
ſtellten Formeln zugleich die Mittel zur Auflöſung aller Aufgaben, 
welche beim gleichſchenkligen Dreieck vorkommen können. Die⸗ 
ſelben verwandeln ſich nämlich dadurch in Aufgaben über das 
rechtwinklige Dreieck, daß man die Hälfte des Winkels an der 
Spitze ſo wie die Hälfte der Grundlinie, wenn dieſe Stücke 
gegeben ſind, in Rechnung bringt, und, wenn ſie geſucht werden, 
die Hälften derſelben berechnet. Alsdann iſt durch Verdopplung 
der gefundenen Stücke auch der ganze Winkel an der Spitze ſo 
wie die ganze Grundlinie beſtimmt. 
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Auf die Berechnung des gleichſchenkligen Dreiecks reducirt 
ſich die Berechnung der regulären Vielecke, da jedes regu⸗ 
läre Vieleck durch ſein Fundamental⸗Dreieck, welches ein gleich⸗ 
ſchenkliges iſt, beſtimmt wird. 


Fig. 18. 


Das gleichſchenklige Dreieck ſei ACA (Fig. 18); wir be⸗ 
zeichnen die Scheitelſeite CA desſelben mit a, die Grundlinie 
AA mit e, die dieſen Stücken gegenüberliegenden Winkel ent⸗ 
ſprechend mit & und „, und die Höhe mit h. 

Es ſind nun folgende fünf Fälle zu betrachten. 

I. Es ſei gegeben die Scheitelſeite und der 
Winkel an der Spitze: die übrigen Stücke des gleich— 
ſchenkligen Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben a, y; geſucht a, e, h. 


Auflöſung. Aus dem rechtwinkligen CM A ergibt 
ſich für den geſuchten Winkel an der Grundlinie 

1) J = 900 — وو‎ 
ferner ergibt ſich Ze a sin برك‎ und daher erhält man 
für die Grundlinie 


2) c=2asin}y; 
endlich ergibt ſich für die Höhe 
3) h a cos 4 /. 


Beiſpiel. Sei a= 13, 36, und Ty ع‎ 320 5047“, 
alsdann iſt 
1) < = 900 — 4y— 730 34 36”,5; 


1 
bg 2622 14268365‏ 
log 8116025 23½5—..94513716—10‏ 1 أ عه ه10 )2 
0,8782081 


c = 7m, 55454; 
4 * 
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3) Jog h- Û 108 13,30 — _ 5 
2 pe eos 16025235 + 9,9819090 — 10 
1,1077155 


h = 12”, 8149. 


U. Es jei gegeben die Scheitelſeite und der 
Winkel an der Grundlinie: die übrigen Stücke des 
gleichſchenkligen Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben a, a; geſucht 5, e, h. 
Auflöſung. Man erhält ſofort für den Winkel an 


der Spitze 
1) Ay = 1800 — 2e; 
ferner, in dem rechtwinkligen A CM A tft 3c وح‎ cos a, 
folglich ergibt ſich für die Grundlinie 
2 c 2a cos a; 
für die Höhe erhält man 
3) hh Sin a. 
Beiſpiel. Sei a 21% 69 und < = 600 8“ 14”, 
alsdann iſt 


1) Y = 1800 — 2 59 48' 83”: 


2) loge 08 43,30 — 1,6372895 
592 [＋ log cos 6098° 14° = + 9,6971635— 10 
1,3344530 
= 21 5999; 
3) log h 4 log 21,69 — 6 
|+ log sin 600 8' 14” = + 9,9381295—10 
` 12743891 


h = 18", 81001. 


III. Es ſei gegeben die Grundlinie und der 
Winkel an der Spitze: die übrigen Stücke des gleich— 
ſchenkligen Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben e, y; geſucht «, a, h. 


Auflöſung. Aus dem rechtwinkligen ACMA erhält 
man für den Winkel an der Grundlinie +; 


1) J = 90 — 27; 
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ferner iſt e a sin 3 ), woraus ſich für die Scheitelſeite 
ergibt 

د 
sin 17‏ 4 )2 


endlich iſt auch e Shtang }y, und hieraus erhält man 
für die Höhe 
8 
5 Stang z y 
Beiſpiel. Sei c=13",75 und <y = 6402812", 
alsdann iſt 
1) {a = 90 — 4y = 57045˙54˙; 


E log 6,875 —  0,8372727 
log sin 320 14° 6” = — 9,7270473 + 10 
1,1102254 
a = 12", 8892. 
3) logh 108685, — 0,8379027 
971 logtang32014'6’= — 9,7997450 + 10 
1,0375277 


h — 10”, 9025. 


IV. Es ſei gegeben die Grundlinie und der 
Winkel an der Grundlinie: die übrigen Stücke des 
gleichſchenkligen Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben c, «; geſucht , a, h. 
Auflöſung. Wie vorhin, erhält man für den Winkel 
an der Spitze , 
1) <y = 1800 — 20; 
in dem rechtwinkligen A CMA iſt ferner 1e = a cos , 
woraus ſich für die Scheitelſeite ergibt 
10 


2) a = -; 
cos 
für die Höhe endlich erhält man 
3) h= +6 tang . 


Beiſpiel. Sei c= 34,78 und NY = 650197”, 
alsdann iſt 
1) <y = 1800 — 26 = 49025˙42˙ 
I- log cos 65 17° 9" — — 9,6212715 +10 
1,6190281 
a = 41”, 5937. 
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[ 
_ | 1081739 — 6 
3) logh= || log tang 650179" + 0,3370078 
15773074 
137 , 7839. 


V. Sei gegeben die Scheitelſeite und die Grund⸗ 
linie: die übrigen Stücke des gleichſchenkeligen 
Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben a, e; geſucht a, 5, h. 
Auflöſung. In dem rechtwinkligen ACMA iſt 
c acos &; daraus ergibt ſich für den Winkel an der 
Grundlinie 
1 ON SENE 
) cosa = alſo A = are (eos 3) 
ferner iſt pe Sa sin 35, daher erhält man für den Winkel 
an der Spitze 
g 10 5 / (0 
2) sin 7 . alſo Ar- Lare (sin = g) 


2 a 
für die Höhe endlich erhält man 


. r 

3) near VN 950 (a 5) 

Beiſpiel. Sei a = 43", 81, c—=35*, 67, alsdann ift 

١ 28 
„017,885 — 12512731 

1) log cos log 4387 —— 1.642167 
9,609 105510 

< « = 66°0' 43", 93, folglich 

<y =180°0— 26 = 47058 32“, 1; oder 

10 17,835 — 1 

(bbs 4387 1,6491676 
9,6091055 —10 


2) log sin ح برغ‎ 


<y = 47058 32,1; 
N Ich log 61,705 — 1,7903204 
log —4 | + log 26.035 = + 1,4155576 
3,2058780 
logh — 1,6029390, 
hı 40,081. 
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8. 26. 
Berechnung des ſchiefwinkligen Dreiechs. 

Wie das gleichſchenklige Dreieck, ſo läßt ſich auch das 
ſchiefwinklige Dreieck durch eine aus einer Ecke auf die gegen⸗ 
überliegende Seite gefällte Senkrechte in zwei rechtwinklige 
Dreiecke zerlegen. Doch iſt die Berechnung desſelben nicht ſo 
einfach, wie die des gleichſchenkligen Dreiecks; vielmehr erfordert 
dieſelbe weitere Hülfsmittel, in deren Beſitz man ſich daher 
vorab zu ſetzen haben wird. Dieſe ſind zunächſt folgende 


Lehrſätze über das ſchiefwinklige Dreieck. 


1. Der Sinusſatz: In jedem Dreiecke verhalten ſich die 

Seiten wie die Sinus der gegenüberliegenden Winkel (Fig. 19). 
IAB 0 

a:b:c= sin &: sin 6 : sin y. 


Fig. 19. 


No 


4 
29 ı\b 


\ 
0 
1 


a, \ b. 
2 BA 5 


6 


Beweis. Man fälle eine beliebige Höhe, CD; als⸗ 
dann iſt CD ſowohl — a sing als auch b sin c, 
folglich a sin م‎ = b sin d. Hieraus ergibt ſich die Proportion 

“ a: b sin : sin g; 
ebenſo ergibt fh b:e = sin g: sin ; 

c: a sin y: sin q. 

Dieſe drei Proportionen ſind vereint in den folgenden 
Formen: 

a: b: (= sin » : sin g: sin y, 
83 
sna sin ß sin 7 

Anmerkung. Der Sinusſatz wird angewandt, wenn 
von einem Dreiecke gegeben ſind: 

1) eine Seite und zwei Winkel, 

2) zwei Seiten und ein gegenüberliegender Winkel. 
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2. Der Coſinus ſatz: In jedem Dreiecke iſt das Quadrat 
einer Seite gleich der Summe der Quadrate der beiden andern 
Seiten vermindert um das doppelte Product aus dieſen Seiten 
und dem Coſinus des von ihnen eingeſchloſſen Winkels (Fig. 19). 

AABO 
a? = be ＋ e 2 be cos. 
Beweis. Man fälle die Höhe CD, alsdann iſt 

(Plan. S. 64:2 und 3) 

a? = be ＋ c 2 ex, 

in welchem Ausdruck das obere (—) oder das untere (+) 

Zeichen zu nehmen iſt, je nachdem die Seite a einem ſpitzen 

oder einem ſtumpfen Winkel gegenüberſteht. Nun iſt aber 

(Fig. a) x= b eos a und (Fig. b) x = bcos CAD = — bcos c. 

Durch Einſetzung dieſer Werthe in obige Gleichung ergibt 

ſich für beide Fälle 

a?—b?--c?— 2 be cos æ. 
Zuſatz 1. Eine weitere Entwicklung dieſer Formel gibt 
ferner noch, 

da sin? سل يه لط‎ cos} a= 1 und cos = cos? 4 sin? 3 & iſt, 

a?=(b?+c?) (sin? } α + 608? } 9ن‎ beſ(eos2 + ¢ = sin? g a), 

oder a? —(b + 02 sine $ a + (b—c)?cos?}a. 

Zuſatz 2. Aus der erſten Formel folgt noch unmittelbar 
b (2 — a2 
256 7 
Anmerkung. Der Coſinusſatz wird angewandt, wenn 
von einem Dreiecke gegeben ſind: 
1) zwei Seiten und der eingeſchloſſene Winkel, 
2) die drei Seiten. 

3. Der Tangentenſatz: In jedem Dreiecke verhält ſich 
die Summe zweier Seiten zur Differenz derſelben Seiten, wie 
die Tangente der halben Summe der gegenüberliegenden Winkel 
zur Tangente der halben Differenz dieſer Winkel (Fig. 19). 

ABO 
(a+b):@—b)=tang} («+ P):tang 3 (a—P). 
Beweis. Nach dem Sinnsſatze hat man die Proportion 

a: b sin » sin 6. 
Aus dieſer ergibt ſich durch einfache Umformung 

(Planim. S. 75:7, Zuſ.) 

(a b): (a b) = (sin e + sin 8) : (Sin م‎ sin ß). 


COS = 
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sin & ＋Esing tang 4 (e+ 8) : : 
Da aber sing tang (e زم‎ G. 19 10, fo ff 
(ab) (ab) = tang 3 («+ 8) : tang 44 — 8). 
Auch durch Conſtruction läßt ſich die Richtigkeit des 
Tangentenſatzes nachweiſen. 


A F 


Denn bejchreibt man im AABC (Fig. 20) um die 
den beiden Seiten a und b gemeinſchaftliche Ecke C mit 
der kleineren Seite b einen Halbkreis D AE, fo iſt 

BE=a-+b und BD=a—b; 
ferner iſt, wenn man A mit E und D verbindet und 
DF AE zieht, 

EDA=4<{ECA= 4) 8( 

14 1 -م -84 111 2 جح‎ (a- g). 

Nun iſt aber, da EAD ع‎ 2 411 R, offenbar 

: EA D F. 

BE: BD 75:19 = tang E DA: tang DAF, d. i. 
(aA b): (ab) = tang j (e + (م‎ : tang 3 (. -g). 

Anmerkung. Der Tangentenſatz wird ſtatt des Coſinus⸗ 
ſatzes angewandt, wenn von einem Dreiecke gegeben ſind: 
zwei Seiten und der eingeſchloſſene Winkel. 


Außer den drei vorſtehenden Sätzen ſind noch folgende 


Sätze auch praktiſch von allgemeinem Intereſſe. 


4. Der Projectionsſatz: In jedem Dreiecke iſt eine 


Seite gleich der Summe der Producte aus je einer anliegenden 
Seite und dem Coſinus des zugleich dieſer anliegenden Winkels 


(Fig. 


19). 
GAB OC 
c 80098 + bcos«. 
Beweis. Man fälle die Höhe CD; alsdann iſt offenbar 
BD ح‎ acosg, ADA bcos d, das Zeichen (+) oder (—) 
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genommen, je nachdem We > oder >R; folglich iſt 
BDA AD acosp + bcos q, 
c a cos 8 b cos c. 

5. Der Mollweide'ſche Satz: In jedem Dreiecke Vet 
hält ſich die Summe (die Differenz) zweier Seiten zur dritten 
Seite, wie der Coſinus (der Sinus) der halben Differenz der 
gegenüberliegenden Winkel zum Coſinus (zum Sinus) der halben 
Summe dieſer Winkel. 

. 1 1 84 
a Tb cos ( - a—b sin (-) 
ce cos ( ) „  sins(@+ß) 
Beweis. Aus L. (1) a:b=sine:sinf folgt (Pl. S. 75:7) 
(ag b): b = (sin æꝗ sing): sing. 
Hieraus nun mit bre sing: siny ergibt ſich aber 
(S. 19:13 u. 14, §. 20: 19) 
a+b_ sin a sing 2 sin (c =) eos (86-م)‎ 


3 siny 2 sin zy cos 
a —b sin c — sin? 2 cos) (c E) sin (. g) 
r 2sin$ycos}y 


oder, da sin zy cos} (a + 8) und cos} sin } ( +8) 
[$. 14], auch 
a+b cos 10. 8), a—b sin ( ) 
e cos Cf „ in 1 N 

6. Der Dreieckskreis-Satz. In jedem Dreiecke iſt der 
Radius des umbeſchriebenen Kreiſes gleich dem halben Quo— 
tient aus einer Seite und dem Sinus des gegenüberliegenden 
Winkels, und der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes 
gleich dem Producte aus dem um eine Seite verminderten halben 
Umfange und der Tangente des halben dieſer Seite gegenüber- 
liegenden Winkels (Fig. 21 u. 22). 
AABC, a+b+c=2s 


r, 0= (s— a) tang} e. 


r=1- 
2 Sin & 


Fig. 21. Fig. 22. 
4 


7 3 1 4 2 N > 
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Beweis. 1. Man ziehe (Fig. 21) aus einer beliebigen 
Ecke einen Durchmeſſer, etwa CD = 2r, und verbinde B 
mit D, io it TBD R und TODB a, und 
daher iſt CB oder a 2 sin CDB 2 r sina; mithin 


1 0 
„ſowie = 1 


a 
r=+-—; ebenſo r=} حب‎ I 


sin a sin û 
a b E 1 
woraus auch 2r— 5 ſich ergibt. 

2. Man ziehe (Fig. 22) einen Berührungsradius, etwa 
OD مح‎ und die Gerade O A, welche bekanntlich den Winkel 
halbirt, fo it OD oder AD tang z; da aber 
AD+BC=s, folglich AD sa, ſo folgt 
o = (s a)tang zg, ebenſo ع م‎ (8 — b) tang +f, 

(s-) tang +‏ دم 


Mit Hülfe dieſer Lehrſätze laſſen ſich nun aus drei un⸗ 


abhängigen Stücken des Dreiecks die übrigen Stücke berechnen. 
Dabei ſind folgende fünf Fälle zu betrachten. 


I. Es fei gegeben eine Seite und die beiden 


anliegenden Winkel: die übrigen Stücke des 
Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben e, c, 8; geſucht 7, a, b. 

Auflöſung. Ohne Weiteres ergibt ſich für den 
dritten Winkel 

1) Ir = 18090 — (a +P). 

Da ferner nach dem Sinusſatze a: ¢ = sin &: sin y, 
und nach dem Vorſtehenden Ty = 1800 — (c g), alſo 
sin y = sin («+ 8), jo ergibt Ti für die Seite a ſofort 
sin ꝙ 


2) 4 — gio (e FF) 
und für die Seite b ergibt ſich auf ähnliche Weiſe 

.ا 

3) Br sin (c) 


Beiſpiel. Sei = 2798, < = 360 1523”, 
< 8 = 890 2522“, alsdann iſt «+ م‎ = 1250 40 45%, 
folglich 

1) <y = 1800 — («a + (م‎ = 54° 19 15”; 
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log 27,98 — 14468477 
8 + log sin 36015˙23“ = + 9,7718810 —10 
3 11,2187287—10 
— log sin 12504045“ — 9,9097141+10 
1,3090140 
a = 20% 3711; 
log 27,98 — 14468477 
Dig + log sin 8902522" = ل‎ 9,9999779— 10 
5 11,4468256— 10 
— log sin 12504045“ — 9,9097141+10 
1,5371115 
b = 34% 4438. 


II. Es ſei gegeben eine Seite, ein anliegender 
und der gegenüberliegende Winkel: die übrigen 
Stücke des Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben e, &, y; geſucht 8, a, b. 


Auflöſung. Es ergibt ſich ohne Weiteres für den 
dritten Winkel 
1) < 180 (+7); 
ferner iſt nach dem Sinusſatze a:c=sin«:siny, woraus 
ſich für die Seite a ergibt 
2) . 
Sin 7 
und mit Hülfe desſelben Satzes, da zugleich sin مق‎ = 
sin (a y), erhält man für die dritte Seite 
3) bin (a f.) 
sin y 
Beiſpiel. Sei = 25, 89, L = 380299, 
Ir = 5501812, aldann iſt e+ y= 9304721, folglich 
1) > م‎ = 1800 — ) + y) = 8601239 % 
log 25,89 — 14131321 
x + log sin 389299“ — + 9,7940145— 10 
2) log a = — rn. 
11,2071466— 10 
— log sin 55018112” = — 9,9149654-+10 
1,2921812 


a — 19", 5966; 
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log 25,89 164131321 
+ log sin 9304721. = + 9,9990496 —10 


3) log b 11412181710 
— log sin 5518,12“ — — 9914965410 
14972163 
b= 31”, 4207. 


III. Es ſeien gegeben zwei Seiten und der von 
denſelben eingeſchloſſene Winkel: die übrigen 
Stücke des Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben b, c, c; geſucht 8, „, a. 
Auflöſung. Zur Beſtimmung der Winkel 8 und y 
beachte man, daß zunächſt 
16 F7 ح‎ 900 — a; 
da ferner nach dem Tangentenſatze die Proportion befteht 
(b + c):(b - زه‎ = tang 106 ) tang 3 )8 — ), 
und daher 
b—c 
1( mn وها ع‎ )8 +7 
fo iſt zugleich 103 — y) leicht zu berechnen. Aus der 
halben Summe und der halben Differenz der Winkel 8 
und „ findet man aber alsdann ſehr einfach durch Addition 
und Subtraktion die Winkel 8 und y ſelbſt. 
Da jetzt 8 bekannt iſt, und nach dem Sinusſatze die 
Proportion a: b ح‎ sin » : sin f beſteht, jo ergibt ſich für 
die geſuchte Seite 


هدو )2 


* Um aber die Seite a auch unmittelbar zu beſtimmen, 
ſetzen wir nach dem erweiterten Coſinusſatze 
a = (b o) sine } ¢ + (b — 2 0524 &, 
folglich nach Ausziehung der Quadratwurzel, welche hier 
nur poſitiv genommen werden kann, 


a = V(b c) sin} به‎ ＋ b — )? 0824 &. 


http://rcin.org.pl 


62 Vierte Lehrſtufe. Zweiter Abſchnitt. 8. 26. 


Dieſer Ausdruck iſt aber für logarithmiſche Berechnung 
wenig geeignet und bedarf derſelbe deshalb einer Um⸗ 
formung. Man gebe demſelben zu dem Ende die fol⸗ 
gende Form 


Ba b - 0900521» 
يد 1 حت‎ E e a Ke 

a + en fe V1 + N Os 
Setzt man nun unter Einführung eines Hülfswinkels gp 
(b o) cos 1 
(b+ e) sin g 
was immer geſtattet iſt, da die trigonometriſche Tangente 
jeden Werth haben kann, ſo erhält man 

a = (be) sin q 1A tang? q, 


und demnach ergibt ſich endlich in einer zur logarithmiſchen 
Berechnung ſehr bequemen Form für die geſuchte Seite 


3) tang p= 


in 
4 0100 
cos م)‎ 
Beiſpiel. Ceib=39",14, 22,8, مه‎ 
alsdann iſt (b+ ,"61ح دن‎ 47, (b -e) = 16", 81, 
3(8 حم + - 9090 = -ل‎ 4001117, 50, folglich 


log 1 — 1,2255677 

—+ log tang 40011,17% = 9,9267088 —1 
111.1522765 —1 

— log 61,47 1,7886632 
9,3636133 — 1 


1) log tang 166-7. 


163 —7 = 130 025% 95 
+ (8-y) - 0 
< f = 5301143½ 45 
＋ = 270105155; 


log 39,14 = 1,5926208 
log sin 9903725  =+9,9938448— 10 


* 115586465010 
— log sin 53011'43",45 = — 9,9034608+10 
1,6830048 
a — 48”, 1953. 
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* Durch unmittelbare Berechnung der Seite a unter 
Einführung des Hülfswinkels q hat man dagegen 


log 16,81 — 12255677 
+ log cotg 49048 42/5 = + 9,9267088— 10 
3) log tang = 11,1522765— 10 
— log 61,47 — 1,7886632 
9,3636133—10 


.9 ,25 1800 = ب عه 


Daher 
| log 61,74 — 1,7886632 
+ sin 49° 48 42,5 9,8830530 —10 
Apes 156717162 
2 log cos م‎ = — 99887113910 
1,6830049 


a 48, 1953. 


IV. Es ſeien gegeben zwei Seiten und ein 
gegenüberliegender Winkel: die übrigen Stücke des 
Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben b, c, زم‎ geſucht a, c, y. 


Auflöſung. Nach dem Sinusſatze iſt b:c = sin g: siny, 
und aus dieſer Proportion erhält man ſofort für den 
einen geſuchten Winkel 

1) ein y 3س‎ alſo y = are (Sin 8۴ . 

Dieſer Ausdruck für den Winkel y ift aber im Allge⸗ 
meinen zweideutig, weil, wie zu jedem gegebenen Sinus, 
fo auch zu sin y ſowohl ein ſpitzer Winkel y als ein 
ſtumpfer Winkel 1800 — 7 gehört. Dieſe Zweideutigkeit 
findet jedoch nicht Statt, wenn b e; denn da in jedem 
Dreiecke der kleineren Seite immer der kleinere Winkel 
gegenüberliegt, der kleinere Winkel aber kein ſtumpfer ſein 
kann, jo iſt in dieſem Falle der Winkel y immer ſpitz 
und hat alſo nur einen Werth. Fit dagegen b Te, fo liegt 
der Winkel y einer größern Seite im Dreiecke gegenüber 
und kann als ſolcher ſowohl ſpitz als ſtumpf ſein. In die⸗ 
ſem Falle alſo erhält man für den Winkel „zwei Werthe. 
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Da jetzt die beiden Winkel 8 und „ bekannt find, jo 
ergibt ſich auch der dritte Winkel , und zwar für b>c 
einwerthig, für b Te zweiwerthig, aus der Gleichung 

2 A = 1800 — (6 ＋ 7); 
und da nun hiernach sin & = sin (5 + y), jo erhält man 
aus der Proportion a: b — sin (8 ل‎ 7): sin م‎ für die ge⸗ 
ſuchte dritte Seite 5 

3) a bin (8. 9, 

sin g 

welcher Ausdruck wegen des in demſelben vorkommenden 
Winkels y für b>c nur einen Werth, für b De aber 
zwei Werthe gibt. 


* Wollte man aber die dritte Seite unmittelbar Dez 
ſtimmen, ſo hätte man nach dem Coſinusſatz zu ſetzen 
be = a2 ＋ - 2 ac cos 8, 
oder 
a2 — 2 a c cos 8 = 88 — 2. 
Löſ't man dieſe Gleichung nach a auf und beachtet in 
jedem beſondern Falle bei der Wahl des Vorzeichens der 
Wurzel, daß a nicht negativ werden darf, ſo ergibt ſich, 
freilich in einer zur logarithmiſchen Berechnung wenig ge⸗ 
eigneten Form, für die dritte Seite 
a c cos g + Vb — c2 03 0055 g, 
oder SEAS 
4) a = c cos Vb — 02 sin? g. 
Beiſpiel 1. Sei دط‎ 82, 12, ferner e — 68”, 517 
Ig = 830 15˙ 8", alsdann iſt 


log 68,51 — 1,8357540 
„log sin 7 + logsin 83° 158“ —=+9,9969812—10 
: 11,8327352 10 

— 10g 82,12 — 19144489 


9,9182863 —10 
<+ = 550 56˙37˙, 48 (weil e b); 
2) بر ل م‎ = 1390 11'45”, 48, 
< a = 400 481452; 


log 82,12 — 179144489 
300 a | + Esin 13971145 ,́8——.98152282—10 
Yloga — 11,7296771——10 
— log sin 8315'8” —— 99969812-0 
1,7326959 
a — B4”, 0375. 
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Beiſpiel 2. Sei ١ د‎ 27, 115, c= 36, 21 und 
م‎ = 36° 24 13“, alsdann iſt 
log 36,21 1,5588285 
log sin 362413’ لح‎ 9,7733985—10 
11,3322270—10 
— log 27,115 — — 1,4332096 
9,8990174— 10 
<y=52025'22",34 oder 127034'37”,66 (weil b) 
2) -= 88049 3534 oder 163058’50”,66, 
< «= 91010'24",66 oder 1601 ˙9%34; 
log 27,115 = 1,4332096 
log sin 88049'35”,34 =: + 9,9999089— 10 
[+log sin163058’50",66—-+ 9,4408469— 10] 
— 11,4331185—10 


1) log sin y= 


ee [10,8740565—10] 
— log sin 362413“  ——9,7733985+10 
f — 1,6597200 
4,1006580] 


a = 45, 6793 oder 12, 6083. 


V. Es ſeien gegeben die drei Seiten: die übri— 

gen Stücke des Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben a, b, e; geſucht «, 8, y. 
Auflöſung. Nach dem Coſinusſatze iſt bekanntlich 
(8. 262) 

a4? — (5 2 - 2 be cos a, 

be =a? ل‎ e? 2a c cos g, 

c = a? ＋ b? 2a b cos y, 
und aus dieſen Gleichungen erhält man für die drei 
Winkel des Dreiecks 


be c a2 
eos بن‎ = — 

22 e — b? 
. 

a24 b2— C2 
Ne 


Dieſe Ausdrücke find aber zur logarithmiſchen Berech— 
nung wenig bequem. Zu geeigneteren Ausdrücken gelangt 
Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 5 


http://rcin.org.pl 


66 


Vierte Lehrſtufe. Zweiter Abichnitt. $. 26. 


man durch Einführung des halben Winkels mit Hülfe der 
Formel (S. 20: 27) 
Kas 
2 
durch welche der Winkel J 4 als ſpitzer unzweideutig 
beſtimmt wird. Setzt man in dieſe den oben erhaltenen 
Werth von cos «& ein und bringt den Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen unter gleiche Benennung, ſo erhält man 
. Tas, 
sin ja = SEWE 7 


oder 1 ’ 
8 a? — صح‎ ¢ 
sin $ a =/ — b — 
und durch Verwandlung der Quadratdifferenz in ein Product 


1) sinte= Ve ا ا‎ PE ebenſo 

8 OT, ae er Le 
— —a-+b 

3) int Ê (a- . +0), 


in welchen Ausdrücken das Vorzeichen der Wurzel poſitiv 
iſt, da die halben Winkel des Dreiecks ſpitz und die Sinus 
der ſpitzen Winkel immer nur poſitiv ſind. 


Durch Anwendung der Formel 
۷ 1 cos » 

2 
erhält man auf ähnliche Weiſe die folgenden Ausdrücke, 
welche zur logarithmiſchen Berechnung der Winkel des 
Dreiecks ebenfalls geeignet ſind, 


cos j a= 


b+ 9‏ ا + cos 4 α = year‏ )4 
ل ا لصم ويه د 
cos 4 5‏ )6 


in welchen Ausdrücken das Vorzeichen der Wurzel ebenfalls 
nur poſitiv ſein kann, da auch die Coſinus der ſpitzen 
Winkel immer nur poſitiv ſind. 
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Aus den vorhergehenden Formeln für sin T und 
cos za x. erhält man durch Diviſion noch die folgenden 
zur logarithmiſchen Berechnung der Dreieckswinkel nicht 
minder geeigneten Ausdrücke, in welchen das Vorzeichen 
der Wurzel ebenfalls u ift, 

1 
(a + b—e)(a—b + e) 
8 1 = 4 
20101 ع‎ 
(abc) (-ab c), 
Nennen * (a Tb Te) (Abc 
(a —- be) —s+b+90, 
ol کک‎ 
ni * (a b TSA b c 

Beiſpiel. Sei a 33, 87, h = 23% 65, . 217 
alsdann iſt, um die Berechnung nur nach den erſten Formeln 
auszuführen, a b = 36, 15, a—b-+c= 31, 59, 
—a+b-+c= 11,15, Folglich 

log36,15— 1,5581083 
-tlog31, 5941, 4995496 
3,0576579 

1) logsin} « = - log4 0,6020600 
— log 23,65 — 1,3738311 
10g 21, 37——1 1,3298045 

3,3056956 

—19,7519623—20 


log sin } = = 9,81598115—-10, 
< + = 48043'41",97, 
Ta = 97027'23",94, 
log 36,15 — 1,5581083 
log 11,15 =-+1,0472749 
2,6053832 
2) log sin + م‎ = A log4 0,6020600 
— log 33,87 — 1,5298152 
108 21, 37 ——1,3298045 
234616797 
—19,1437035—20 
8 = 1, 57185175 —10, 
15 ح‎ Br 305 ‚001, 
3 


14116 4, 
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REM 
Berechnung des Flächeninhalls der Dreiecke. 


Die Berechnung des Flächeninhalts der Dreiecke umfaßt 
je nach den gegebenen Stücken, unter welchen immer wenigſtens 
eine Seite ſich befinden muß, ebenfalls fünf verſchiedene 
Fälle. 

I. Es ſeien gegeben zwei Seiten und der ein- 
geſchloſſene Winkel: den Flächeninhalt des Dreiecks 
zu beſtimmen. 

Gegeben b, e, زه‎ geſucht A. 

Auflöſung. Nach den Lehren der Planimetrie 
(S. 83: 1, Au. 2) iſt der Inhalt eines Dreiecks gleich dem 
halben Producte aus ſeiner Grundlinie und Höhe, alſo iſt 

Sich. 

Nun iſt aber die Höhe h = b sin , und fet man 
dieſen Werth für h in die vorſtehende Gleichung ein, ſo 
erhält man 

A=} e sin c, 

d. h. der Flächeninhalt eines Dreiecks iſt gleich 

dem halben Producte aus zwei Seiten und 

dem Sinus des eingeſchloſſenen Winkels. 

Beiſpiel. Sei b 7, 318, e = 5% 134 und 
« — 95018˙13“, alsdann iſt 


log 7,318 — 0,8643924 
+ log 5,134 — + 0,7104559 
log A = A log sin 950 18,13“ = + 9,9981367— 10 


115729850 —10 
— log 2 = — 0,3010300 


1,2719550 - 


A = 18%, 7048836. 


II. Es jei gegeben eine Seite und die beiden 
anliegenden Winkel: den Flächeninhalt des Drei— 
ecks zu beſtimmen. 

Gegeben e, a, f; geſucht A. 
Auflöſung. Nach der vorhergehenden Aufgabe iſt 
gefunden 
FS besos. 
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Da aber nach dem Sinusſatze b:e = sin م‎ : sin y oder 
b: e sin g: sin (c + 8), jo iſt 
. 
in ( F8) 
Setzt man dieſen Werth für b in die erſtere Gleichung 
ein, ſo ergibt ſich 
ce sin e sin g 


d. h. der Flächeninhalt eines Dreiecks iſt gleich 
dem Producte aus dem Quadrate einer Seite 
und den Sinus der beiden anliegenden Winkel, 
dividirtdurch den doppelten Sinus der Summe 
dieſer Winkel. 


Beifpiel. Sei e634, 4 = 430477, م‎ 6509 5˙%, 
alsdann iſt «+ م‎ = 10801312“, folglich 


2 log 6,34 — 16041786 
log sin 434'7” —+-9,8343403— 10 
log sin 659 5 —4.99578090—10 
log حر‎ + 21,3963279— 20 
—log 2 — 03010300 
log sin 108013712’——9,9776609+10 
—10,2786909410 
— 1,1176370 


A = 13%“, 111036. 


III. Es ſei gegeben eine Seite, ein anliegender 
und der gegenüberliegende Winkel: den Flächen— 
inhalt des Dreiecks zu beſtimmen. 

Gegeben e, a, y; geſucht A. 
Auflöſung. Nach der vorhergehenden Aufgabe iſt 
را‎ SERE, 
2 sin (a+ 8( 
Da aber sin 6 = sin (e + y) und sin ( + 8) = sin , 
ſo erhält man 
_ $ sina sin (e F7) 
* 2 sin y : 
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d. h. der Flächeninhalt eines Dreiecks iſt gleich 
dem Producte aus dem Quadrate einer Seite, 
dem Sinus eines anliegenden Winkels und dem 
Sinus der Summe dieſes anliegenden und des 
gegenüberliegenden Winkels, dividirt durch 
den doppelten Sinus des gegenüberliegenden 
Winkels. 

Beiſpiel. Sei c—=6", 57, عه‎ 490156 3701419“, 
alsdann iſt له‎ y = 8602925”, folglich 

2 log 6,57 — 1,6351308 

+ log sin 490156” —+9,8794308— 10 

+ log sin 8602925“ —=+9,9991846 — 10 


log A= ` +21,5137462—20 
— log 2 —— 0,3010300 
etre —=—9,7818528+10 
Png ESN 100828828 ＋-¹ò0 
14308634 


A= 26%, 968913. 


IV. Es ſeien gegeben zwei Seiten und ein gegen— 
überliegender Winkel: den Flächeninhalt des Drei— 
ecks zu beſtimmen. 


Gegeben b, e, 8; geſucht A. 


Auflöſung. Am einfachſten wird der Flächeninhalt des 
Dreiecks erhalten, wenn man nach dem Sinusſatze zunächſt 
den Winkel 5, und aus y und م‎ den Winkel & beſtimmt, 
worauf ſich alsdann leicht der Flächeninhalt des Dreiecks 
nach Nr. I berechnet. 
Denn da bekanntlich b : ¢ ح‎ sin g: sin 7, jo erhält man 
e sing 


sin y —! 15 ß, alſo = arc(sin a ١ 


Da nun Te = 1800 — (8+ y), alſo sin & sin (8+), 
ſo ergibt ſich nach Nr. 1 für den Inhalt des Dreiecks 
Aube sin )8 F7). 

Es iſt hier der Inhalt des Dreiecks mit Hülfe des 
Winkels y gefunden, welcher ſelbſt durch feinen Sinus 
beſtimmt iſt. Dieſer iſt aber im Allgemeinen zweideutig 
und gibt ſowohl einen ſpitzen Winkel 5, als einen ſtumpfen 
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Winkel 180 — u. Iſt jedoch b e, fo kann Winkel nur 
ſpitz ſein, da derſelbe alsdann einer kleineren Seite im 
Dreiecke gegenüberliegt und als ſolcher nothwendig ſpitz 
iſt; dann gibt der gefundene Ausdruck für den Inhalt des 
Dreiecks nur einen Werth. Iſt dagegen b Te, jo liegt 
der Winkel „ einer größeren Seite im Dreiecke gegenüber 
und kann als ſolcher ſowohl ſpitz als ſtumpf ſein. In 
dieſem Falle gibt der Ausdruck für den Inhalt des Drei⸗ 
ecks zwei Werthe. 


Will man aber den Flächeninhalt des Dreiecks un⸗ 
mittelbar beſtimmen, ſo ſetze man ebenfalls nach Nr. J. 


A= las sin g. 


Nun iſt ferner be =: a? + سدق‎ 2accos 8, woraus wei⸗ 
ter folgt 


a — 0 cos 8 Vb c2+ 02 cos2g, 
oder 
a c cos + Vb? — cs sin? g. 


Setzt man dieſen Werth für a in die erſte Gleichung 
ein, ſo erhält man unter Berückſichtigung bei der Wahl 
des Wurzelvorzeichens in jedem beſondern Falle, daß der 
Werth von A nicht negativ werden darf, den folgenden 
freilich für die logarithmiſche Berechnung nicht ſehr geeig— 
neten Ausdruck 


A=tesin م‎ (e cos م‎ V — c sin? 8). 


Beiſpiel. 1. Sei b = 7a, 832, e = h, 793 und 
6 — 79017˙26“, alsdann iſt 
log 5,793 — 0,7629035 
3 log sin 7991726” 9,9923689 10 
er 10,7552724—10 
— log 7,832 — 0,8938727 
9861399710 


log sin 


I= 46037 
< f= 7901906 
8 4+ y = 12505426". 
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log 7,832 — 7 
-+10g5,793 — + 0,7629035 
log A los sin 12505426“ —+ 9,9084677—10 
1,5652439 
EN = — 03010300 
1,2642139 


A= 18%, 374432. 


Beiſpiel 2. Sei b= 4, 257, c = 8, 577, und 
— 1805122“, alsdann iſt 
log 8,577 = 0,9333354 

-+ log sin 1805122“ — 9,5094614 —10 
10,4427968— 10 

— 0g 4,257 — 0,6291037 
9,8136931 - 10 

<y = 400374702 oder Ty = 139022˙12%8 


log sin y= 


25185122“ „ LE ح‎ 1805193“ 
y = 59029903 oder Ey = 1580133498. 
10g 4,257 — 0,6291037 
+ log 8,577 4009333354 


En log sin 590299” 02 = —+9,9352572—10 
log A =1[+ logsin 1580137347, 98 = + 9,5693040 —10 
11,4976963— 10 
[11,1317431— 10] 
— log 2 - — 0,3010300 


1,1966663 
[0,8307131] 


A= 15%, 727739 und A = 6%, 7719406. 


V. Es ſeien die drei Seiten gegeben: den Flä— 
cheninhalt des Dreiecks zu beſtimmen. 


Gegeben a, b, e; geſucht A. 
Auflöſung. Nach Aufgabe Nr. I iſt wiederum 
IS nb c sin a. 


Da nun aber bekanntlich ا = وون‎ = fo iſt 
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sin c= V1 — cos? a =— (1 + cos ¢) (1 — cos © 
ae be 2 — a2 bee — a2 
F 


2 be 2 be 
e 9 be -b — Cas? zur 
2be herr: 
(b e)? — 22] همه‎ — (b — e) *[ 
4 b2 2 


= 5 V سوه اجون + طلم‎ e abe, 
oder, indem man die halbe Summe der drei Seiten in 
Rechnung bringt und demgemäß a+b-+c=2s,a+b—c—= 
2 (-c, a—b+c=2(s—b), —a+b+c=2(s—a) ſetzt: 


sin & =— ج‎ vs(s—a)(s—b) (seh. 


Setzt man dieſen Werth für sin & in die obige Gleichung 
ein, ſo ergibt ſich für den Inhalt des Dreiecks 


A = Vs (s—a) (s—b) (Sc). 


Beiſpiel. Sei a=6",535, BSAA 297, und 
c=5n, 923, alsdann iſt s—8”, 3775, s—a—1", 8425, 
وسو‎ 40, 0805, s-—c=2", 4545, folglich 

log 8,3775 = 0,9231144 

tie == log 1,8425 = 0, 2654075 

gA= 2 + 10g 4,0805 0,6107134 
10 24545 — 0800630 

2,1891983 


log A = 109459915 
A = 12%, 433664. 


In der folgenden Tafel nun ſeien, wenn drei unabhängige 
Stücke als gegeben angenommen werden, die übrigen Stücke zu 
berechnen: 
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Tafel zur Berechnung. 
. Rechtwinklige Dreiecke. 


Nr. a 

11 
119 
133 | 
105 
120 
160 


O اي‎ e س‎ 


Nr. Ja=b| e 


1 


be 


60 61 10023˙20˙ | 7903640" 330 


120 169 44045˙37“ 4501423“ 7140 


156 | 205 | 4002659" 49033“ 1” | 10374 


208 | 233 | 26047’ 6“ | 6301254“ | 0 


209 241 | 29051’46” | 60% 8'14” 12540 
231 | 281 | 3404229“ 551731“ 18480 


b. Gleichſchenklige Dreiecke. 


1 85 
2 149 
3 229 
4 265 
5 425 
6 485 
Nr. ST 


نا وح ون = 
جر — — 
— 8 


72 77 64056326 500 654,8 2772 
102 140 69059 2”,5 (0 155% 7140 
120 221 |74048’38”,6 30022'42",8 13260 
192 247 68045'38”,5 4202843¾ 23712 


174 416 78011’15”,8 2303728¼4 36192 
186 476 7856417 220 6'36”,6) 44268 


* 1 Vielecke. 


10 | 9,5949 on | 
10 | 9,6592 300 5,1764 300 


|) 8 2 00 ١ O 7 
5,6346 | 297,352 


| 10 | 9,7094 | 2704189" 3 4,7863 302,064 


10 9,7493 25042517 4 44504 303,718 
10 9,7815 240 1583 | 305,052 


10 9,8078 | 122030’ 
d. ا‎ 1 


Nr. 5 

1 | 390 | 373 
2 471 428 
3 | 509 480 
4 | 776 773 
5 888 442 
6 | 900 | 890 


© u ur ا‎ 


| 5 9018 306,146 


J 


49140 


227 720 142,8 65°28 13,6 42030“ 3˙%6 
257 82050 ˙50 / 64%22˙24% 32046’44",7 


221 84032˙50,5 69°50'38”,8 25036'30”,7. 
197 83033'34”,9|81049'43”,6 1436˙41%5 


298 704230 % 69°59 2”,5 39018'27",5 
170 87055˙ 0˙%- 810120 9773 1052504 
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Aebungs-Nufgaben über die Veſtimmung der Beſtandtheile 
und des Flädieninhalts der Figuren. 


1) Allgemeine Aufgaben. 
a) Das rechtwinklige Dreieck. 

67. Wie groß ſind die Hypotenuſe e und die beiden 
Katheten à und b eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die Summe 
der Katheten gleich s und der eine ſpitze Winkel gleich « iſt? 

— N 
sin d P ولع‎ G 2 co (450 

68. Wie groß find die Hypotenuſe ع‎ und die beiden 
Katheten a und b eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die Differenz 
der Katheten gleich d und der eine ſpitze Winkel gleich « iſt? 
et 233 892 
sin a—cos 2 sin (450 
69. Wie groß find die beiden ſpitzen Winkel « und 8 


eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die beiden durch die Höhe 
gebildeten Abſchnitte der Hypotenuſe gleich p und q find? 


Antw. are (cotg * ), 5 are (tang PR). 


70. Wie groß find die beiden Katheten a und b eines 
rechtwinkligen Dreiecks, wenn der Radius des einbeſchriebenen 
Kreiſes gleich م‎ und der eine ſpitze Winkel gleich 8 iſt? 

0 sin (450448) 2 „ 9 co. 2 
sin z 3 in (4506) 
b) Das gleichſchenklige Dreieck. 


f 71. Wie groß ſind die Winkel » und y eines gleichſchenke⸗ 
ligen Dreiecks, wenn ſich die Baſis zur Scheitelſeite wie min 
verhält? 


۴ A HH 2 m = ah m 
Antw. T = arel cos r <y = Aare (sin u 
72. Wie groß find die Winkel « und y eines gleichſchenke⸗ 
ligen Dreiecks, wenn ſich die Höhe zur Baſis wie min verhält? 


wen ears (tne =) ard , 


Antw. o 


Antw. o = x. 


Antw. a — 
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73. Wie groß find die Winkel « und 5 eines gleich 
ſchenkligen Dreiecks, wenn die Höhen zur Baſis und einer 
Scheitelſeite bezüglich gleich he und h. find? 


Antw. YT = are (cos — = ), Ay ح‎ 9 are (sin 27. ) 


74. Wie groß find die Seiten a und ée eines gleich- 
ſchenkligen Dreiecks, wenn der Winkel an der Spitze gleich y 
und die Höhe zu einer Scheitelſeite gleich h. iſt? 

h, h, 


Antw. a / c . 
siny co * 


c. Das reguläre Vieleck. 


75. Wie groß iſt die Seite a eines regulären Vielecks 
von n Seiten, wenn der Flächeninhalt des regulären Vielecks 
gleich f iſt? 


Antw. 2 If. tang 8e 


76. Wie groß iſt der Radius r des um ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn der Flächen⸗ 
inhalt des Vielecks gleich k iſt? 


DHI 


360 
nsin —— 
n 


Antw. r 76155 

77. Wie groß iſt der Radius r des um ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn die Seite des 
Vielecks gleich a ijt? 
a 
Antw. r= جل‎ 1805 

2sin — 
n 

78. Wie groß ift der Radius r des um ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn der Radius 
des einbeſchriebenen Kreiſes gleich م‎ tt? 


Antw. r 
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79. Wie groß iſt der Radius 9 des in ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn die Seite des 
Vielecks gleich a iſt? 

0 
Antw. ا‎ acotg =. 


80. Wie groß iſt der Radius ¢ des in ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn der Radius 
des umſchriebenen Kreiſes gleich r ift? 

1800 
Antw. 0 = r COS - 0 

81. Wie groß iſt der Radius ¢ des in ein reguläres 
Vieleck von n Seiten beſchriebenen Kreiſes, wenn der Flächen- 
inhalt des Vielecks gleich f ift? 


2 1809 
Antw. = ۷ = f- cotg 0 


82. Wie groß iſt der Umfang u eines regulären Vielecks 
von u Seiten, wenn der Radius des umſchriebenen Kreiſes 
gleich r iſt? 

1809 


Antw. u=2nrsin - 2 


83. Wie groß ift der Umfang u eines regulären Vielecks 
von n Seiten, wenn der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes 
gleich ¢ iſt? 


Antw. u 2005 


84. Wie groß iſt der Flächeninhalt f eines regulären Biel 
ecks von n Seiten, wenn die Seite deſſelben gleich a iſt? 


1800 


Antw. f == Ina cotg _. 5 


85. Wie groß iſt der Flächeninhalt f eines regulären Viel⸗ 
ecks von n Seiten, wenn der Radius des umbeſchriebenen Kreiſes 
gleicher iſt? 


0 
Antw. f= 4n r?sin 25 < 


86. Wie groß ift der Flächeninhalt f eines regulären 
Vielecks von n Seiten, wenn der Radius des einbeſchriebenen 
Kreiſes gleich o iſt? 


0 
Antw. f ح‎ n 2ن‎ tang 22 
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d. Das ſchiefwinklige Dreieck. 

87. Wie groß find die drei Seiten a, b, e eines Dreiecks, 
wenn die Summe zweier Seiten (a b) gleich s und die 
Winkel gleich g, 8, y ſind? 

S sin zx N ns 
e cos 40 g) 2 2 cos 17 cos 4 (a ح‎ 8(' 0 

88. Wie groß find die drei Seiten a, b, c eines Dreiecks, 
wenn die Differenz zweier Seiten (a — b) gleich d und die 
Winkel gleich a, 8, y find? 

Ad cos 47 Cs MBB a 
5 = pin 1 () ver 2 sin 35 sin 3 (e — 8)’ 20 

89. Wie groß ſind die drei Seiten a, b, e eines Dreiecks, 
wenn die Verbindungslinien der drei Ecken mit demjenigen 
Punkte, an welchem dieſe drei Verbindungslinien gleiche Winkel 
bilden, gleich mi, me, mz find? 

Antw. a = Vm? I mg? E memg, b= Vm, 2 mg? mi my, 
mis tm it mm. 

90. Wie groß find die drei Winkel &, 8, y eines Dreiecks, 
wenn die von den Winkelſpitzen gefällten Höhen entſprechend 
gleich hı, ho, hs find? 
hı? ha 1 hı? he? — hy? hg? 

912 he ha Reh, 
91. Wie groß ift der Radius r des einem Dreieck um: 


beſchriebenen Kreiſes, wenn eine Seite gleich e und die dieſer 
anliegenden Winkel gleich « und 6 find? 


Antw. cos a ح‎ - 


0 
Antw. 1 sine TL) 

3 Wie groß iſt der Radius م‎ des einem Dreieck ein- 
beſchriebenen Kreiſes, wenn eine Seite gleich e und die dieſer 
anliegenden Winkel gleich & und م‎ find? 
ein 30 sin 29 

sin} (e8) 

93. Wie groß iſt der Radius er des einem Dreieck umbe⸗ 

ſchriebenen Kreiſes, wenn die Seiten deſſelben gleich a, b, e ſind? 


a be 


Antw. ¢ = 


Antw. r— 
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94. Wie groß iſt der Radius o des einem Dreieck einbe⸗ 
ſchriebenen Kreiſes, wenn die Seiten deſſelben gleich a, b, e find? 
Antw. م‎ = se en , Bs=a+b-+e). 

95. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
die drei Winkel gleich c, ,م‎ 7 und die Höhe aus dem Winkel- 
punkte 7 gleich h, iſt? 

hi? sin y 
. 2 Sin asin g 

96. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
die drei Winkel gleich c, 8, 7 und der Radius des umbeſchrie⸗ 
benen Kreiſes gleich r iſt? 

Antw. A = z 12 (sin 2 ＋ sin 28 + sin 2 5) 
= 212 sin & لله‎ 8 sin y. 

97. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
die drei Winkel gleich c, 8, y und der Radius des einbeſchrie⸗ 
benen Kreiſes gleich o iſt? 

Antw. A = o (cotg + a + cotg + 8 ＋ cotg + 7( 
= 0? cotg X a. 0018 + 8: cotg 3 5. 

98. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
die drei Winkel gleich &, 8, y und die Summe feiner Seiten 
gleich s iſt? 

82 sin a sin g sin y 


Antw. A E 2 (Sin c * sin g =F sin y) 


= 1 5921508 z tang 16 tang 3. 

99. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
eine Seite gleich e, der gegenüberliegende Winkel gleich y und 
die zugehörige Mitteltransverſale gleich m ijt? 

Antw. A = 4 (4 m2 - c) tangy. 

100. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn 
die Verbindungslinien der drei Ecken mit demjenigen Punkte, 
an welchem dieſe drei Verbindungslinien gleiche Winkel bilden, 
gleich mi, me, ms find? 

Antw. = 1 (my mg mi Mg me mg) v3. 


e. Das Viereck. 


101. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines beliebigen 
Vierecks, wenn die beiden Diagonalen gleich بل‎ und de und der 
von denſelben eingeſchloſſene Winkel gleich « iſt? 


Antw. F — 1 di de sin ». 
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102. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines beliebigen 
Vierecks, wenn die Winkel deſſelben gleich c, 5, y, O und zwei 
gegenüberliegende Seiten gleich a und e find? 

a' sin a sin g — 02 sin y sin 0 
Antw. F ح‎ 281m (E 5) 

103. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Paralleltrapezes, 
wenn die beiden Parallelſeiten gleich p und q und die an der 
erſteren anliegenden Winkel gleich « und 6 find? 

-c) == ina sing 
2 sin (e g) 

104. Wie groß iſt die Entfernung eines Punktes P von 
drei gegebenen Punkten A, B, C, wenn die von demſelben nach 
den drei Punkten gezogenen geraden Linien Winkel einſchließen, 
welche gleich « und م‎ find? (Pothenot'ſche Aufgabe.) 

Auflöſung. Da die gegenſeitige Lage der drei Punkte 

A, B, © gegeben iſt, ſo iſt auch in dem Viereck PAC B 

offenbar AC = a, BO = b, ACB Sy, ſo wie 

APO » und {BPC=P bekannt. Unbekannt iſt 

APAC x, {PBC=y, und zu beſtimmen find die 

Strecken PA, PC, PB. Dieſe aber laſſen ſich ſofort 

leicht beſtimmen, wenn die Winkel X und y bekannt ſind. 

Die Winkel x und y find daher zunächſt zu ſuchen. Nun 

aber iſt unmittelbar 

1) دع‎ y = 3600 — ( F8 + y) bekannt. 
Bezeichnet man PC mit d, fo iſt ferner in AACP und 
ABCP nach dem Sinusſatze 
a: d = sin g: sin x, 
d: b sin y: sin g, 
folglich iſt auch a: b = sin & sin y: sin g sin x, und daher 
sin & _ sin a. 
sin y a sin G 

Setzt man nun unter Einführung eines Hülfswinkels و‎ 
N 
a sin g : 


Antw. F= 


2) tangp = 
fo erhält man 
sınX 46 Sim ꝙ eg Sim ꝙ 
siny cos % sin (900 ) 
woraus ſich ergibt (Planimetrie §. 75:7, Qul.) 
sin x — sin y sin ꝙ ب‎ sin (90 — زم‎ 


sin X T sin y sin حك و‎ sin (905 - p) 
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demnach auch ($. 19, Formel 17) 
tang } (x—y) tang (ꝙ — 450) 
tang (x+y) tang 4560 
und hieraus folgt, da tang 450 ع‎ 1 iſt, 
tang z (x—y) = tang 4 (y) tang (% 450). 
Durch dieſe Gleichung, in welcher (xy) und (p— 450) 
bekannt, iſt nun auch 
3) x y bekannt, 
und aus (1) und (3) ergibt ſich jetzt ſofort der Werth 
von x und von y. Da aber in APCA fo wie in A PCB 
alsdann eine Seite und zwei Winkel bekannt ſind, ſo laſſen 
ſich nunmehr die Entfernungen des Punktes P von den 
gegebenen Punkten A, B, C, nämlich PA, PB, PC leicht 
finden. 


. Kreisſtücke. 

105. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Kreisringes, 
wenn die dem Centriwinkel entſprechende Sehne in dem 
größeren Kreiſe gleich a, in dem kleineren Kreiſe gleich b ift? 
Antw. F E . 

4 sin? 3 

106. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Ringausſchnittes, 

wenn die dem zugehörigen Centriwinkel o entiprechende Sehne 


in dem größeren Kreiſe gleich a, in dem kleineren Kreiſe 
gleich b iſt? 


107. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines Kreisabſchnittes, 
wenn die dem zugehörigen Centriwinkel c entſprechende Sehne 
gleich a iſt? 

* 


Antw. F= 1 2 la — cotg 3 0 . 

108. Wie groß ift der Flächeninhalt eines Kreisabſchnittes, 
wenn der Radius des Kreiſes gleich r und der zugehörige 
Centriwinkel gleich o iſt? 


. 
Antw. F = Ar (755 sin o) 


Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 6 
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2. Berechnungs⸗ Aufgaben. 
a. Das rechtwinkelige Dreieck. 

109. Wie groß iſt die Höhe eines runden Thurmes von 
8 Meter Dicke, wenn die Spitze desſelben am Anfange der bis 
zum Fuße des Thurmes führenden Horizontallinie von 29 Meter 
Länge unter dem Elevationswinkel von 6202543“ erſcheint? 
Antw. 63,200014 Meter. 

110. Von den Zinnen eines 20 Meter hohen Thurmes, 
deſſen Fuß das Meer beſpült, erblickt man ein Schiff unter dem 
Depreſſionswinkel von 17 11% 3; wie weit iſt das Schiff entfernt? 
Antw. 4000 Meter. 

111. Wie hoch ſteht ein Steigvogel, welcher unter dem 
Erhebungswinkel von 310 51719“ geſehen wird, wenn die ihn 
haltende Schnur 132 Meter lang iſt und man wegen der 
Krümmung derſelben ur der Länge abrechnet? 

Antw. 63,333 Meter. 

112. Die Höhe des Brockens beträgt 1098 Meter oder 
0,14797 geogr. Meilen; wie viel Meilen weit nur kann man 
von dem Gipfel desſelben wegen der Krümmung der Erde 
ſehen, wenn der Halbmeſſer derſelben zu 859,5 geogr. Meilen 
(die geogr. Meile zu 7420 Meter) angenommen wird? 

Antw. 15,9494 Meilen. 

113. Der Pik de Teyde auf Teneriffa hat eine Höhe 
von 3578 Meter oder 0,4822 geogr. Meilen; wie viel Grade 
eines größten Kreiſes der Erde kann man von der Spitze 
desſelben überblicken? 

Antw. 105510“. 

114. Wie hoch iſt der Stand der Sonne, wenn ein 20 Meter 
hoher Gegenſtand in der Horizontalebene einen Schatten von 
60 Meter Länge wirft? 

Antw. 18026'5*,81. 

115. Wie lang iſt der Schatten der 18,83 Meter hohen 
Brunnenpyramide auf dem Clemensplatze zu Coblenz am 21. Juni 
(21. Dezember) Mittags 12 Uhr, wenn die geographiſche Breite 
von Coblenz zu 5002112“ und die Schiefe der Ekliptik zu 
23027154“ angenommen wird? 

Antw. 9,548184 Meter (64,890776 Meter). 

116. Die Kunſtſtraße über den Bernina in der Schweiz 
hat eine Steigung von 8 Procent (d. h. die Straße ſteigt auf 
je 100 Meter Länge um 8 Meter), wie groß iſt die Neigung 
derſelben gegen die Horizontalebene? 

Antw. 4035'19”. 
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117. Die Springfield-Stockbridge-Eiſenbahn in Amerika 
hat eine Steigung von 66 Millimeter auf den laufenden 
Meter, wie groß iſt die Neigung derſelben gegen die Horizontal- 
ebene? 

Antw. 3047“ 3% 38. 

118. Die ſüdliche Staats-Eiſenbahn in Oeſterreich hat bei 
ihrem Uebergang über die Noriſchen Alpen auf dem Sömmering 
eine Steigung von 40 Millimeter auf den laufenden Meter, 
wie groß iſt die Neigung derſelben gegen die Horizontalebene? 
Antw. 2017“ 32% 79. 

119. Die Nigi-Bahn in der Schweiz hat an verſchiedenen 
Stellen eine Steigung von 6, von 8, von 25 Procent. Wie 
groß iſt bei dieſer bis jetzt größten Steigung von 25 Procent 
die Neigung derſelben gegen die Horizontalebene? 

Antw. 140 28/39“. 

20. Die geographiſche Breite von Coblenz beträgt 502112“, 
wie groß iſt der Radius des durch Coblenz gehenden Parallel- 
kreiſes, den Halbmeſſer der Erde zu 859,5 Meilen angenommen? 
Antw. 548,405 Meilen. 


121. Unter welchem Breitengrade iſt der Radius des 
Parallelkreiſes dem dritten Theile des Erdhalbmeſſers gleich? 
Antw. Unter 70031/43/% 60. 

122. Unter welchem Breitengrade iſt der Umfang des 
Prarallelkreiſes dem dritten Theile des Aequators gleich? 
Antw. Unter 600 

123. Wie groß iſt die Entfernung der Sonne von der 
Erde, wenn ihre Horizontalparallaxe (der Winkel, unter welchem 
von ihrem Mittelpunkt aus geſehen der Halbmeſſer der Erde 
erſcheinen würde) nach den neueſten Beſtimmungen zu 8,88 und 
der Erdhalbmeſſer zu 859,5 geogr. Meilen angenommen wird? 
Antw. 19978682 geogr. Meilen. 

124. Der ſcheinbare Durchmeſſer der Sonne von der Erde 
aus geſehen beträgt 322“; wie groß iſt der wahre Durchmeſſer 
derſelben, wenn ihre Entfernung gleich 19978682 geogr. Meilen? 
Antw. 186163,06 geogr. Meilen. 

125. Wie groß iſt die Entfernung des Mondes von der 
Erde, wenn ſeine Horizontalparallaxe 5771“ beträgt und der 
Erdhalbmeſſer zu 859,5 geogr. Meilen angenommen wird? 
Antw. 51824,83 geogr. Meilen. 

6* 
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126. Der ſcheinbare Durchmeſſer des Mondes von der 
Erde aus geſehen beträgt 316“; wie groß iſt der wahre Durch⸗ 
meſſer desſelben, wenn feine Entfernung gleich 3 
geogr. Meilen? 

Antw. 468,838 geogr. Meilen. 

127. Auf einem Berge wurde die Depreſſion des Meeres- 
horizontes zu 1014 beobachtet; wie hoch iſt der Berg, der Erd⸗ 
halbmeſſer zu 859,5 geogr. Meilen a 7420 Meter angenommen? 
Antw. 1477,8126 Meter. 

128. Auf dem Pichinga, in der Nähe von Quito, in einer 
Höhe von 4550,86 Meter oder 0,6133 geogr. Meilen beob⸗ 
achtete man die Depreſſion des Meereshorizontes zu 20950“; 
wie groß iſt hiernach der Radius der Erde? 

Antw. 859,448 geogr. Meilen. 

129. Der Chimboraſſo hat eine Höhe von 6529 Meter 
oder 0,88 geogr. Meilen. In welcher Entfernung von ſeinem 
Fuße verſchwindet der Gipfel des Berges am fernen Horizont 
dem Seefahrer? 

Antw. Bei 38,875 geogr. Meilen. 

130. Welche Höhe hat der Pik von Teneriffa, wenn ſein 
Gipfel dem Seefahrer in einer Entfernung von 28,7916 geogr. 
Meilen von ſeinem Fuße am fernen Horizont auftaucht? 
Antw. 0,4822 geogr. Meilen oder 3578 Meter. 

131. Wie weit kann ein Menſch, von 1,5 Meter Höhe 
bis zum Auge, auf der Erde in einer Horizontalebene ſehen? 
Antw. 4374,06 Meter. 

132. Wie weit kann man von einem 5 Meter hohen Stand- 
punkte auf der Erde in einer Horizontalebene ſehen? Wie weit 
von einem 10 Meter hohen Standpunkte? 

Antw. 7985,92 Meter; 11293,80 Meter. 


b. Das gleichſchenkelige Dreieck. 

133. Wie groß find die Winkel & und „ eines gleich⸗ 
ſchenkligen Dreiecks, wenn der Umfang deſſelben 918,927 Meter, 
die Höhe zur Baſis gleich 66,5399 Meter? 

Antw. Ta ع‎ 1622850", = 1472 20%. 

134. Wie groß find die Winkel & und 5 eines gleich⸗ 
ſchenkligen Dreiecks, wenn eine Scheitelſeite gleich 11,4 Meter 
und der Radius des umbeſchriebenen Kreiſes 6,44 Meter? 
Antw. Te = 620 1546/8, y =55028'26“,4. 
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135. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines gleichſchenkligen 
Dreiecks, wenn der Umfang desſelben gleich 421,134 Meter 
und der Winkel an der Grundlinie gleich 55 1420“ iſt? 
Antw. = 8423,946 O Meter. 

136. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines gleichſchenkligen 
Dreiecks, wenn der Winkel an der Grundlinie gleich 100 36˙4“ und 
der Radius des umbeſchriebenen Kreiſes gleich 59,59 Meter iſt? 
Antw. = 86,93 O Meter. 

137. Unter welchem Sehwinkel würde uns der Mond 
erſcheinen, wenn er von uns die Entfernung der Sonne von 
19978682 geogr. Meilen hätte? 

Antw. Unter 4”, 9406. 

138. Welche Entfernung müßte der Mond, deſſen Durch—⸗ 
meſſer 468,838 geogr. Meilen beträgt, von der Erde haben, 
damit er nur mehr eine ſcheinbare Größe von 2“ hätte? 
Antw. 48352389 geogr. Meilen. 


139. Alexander von Humboldt beobachtete auf dem Chim⸗ 
borazzo hoch in den Lüften einen Condor, bei welchem die Span⸗ 
nung der ausgebreiteten Flügel faſt nie unter 3,6 Meter beträgt, 
unter einem Sehwinkel von 2 Minuten. Wie hoch war dieſer 
Raubvogel über dem Beobachter? 

Antw. 6187,94 Meter. 

140. Welches iſt der ſcheinbare Durchmeſſer der Erde, Diez 
ſelbe von der Sonne aus geſehen? 
Antw. 17 76. 

141. Welches iſt der ſcheinbare Durchmeſſer der Erde, die⸗ 
ſelbe von dem Monde aus gejehen ? 
Antw. 10542“. 

142. In welcher Entfernung ſcheinen die Schienen einer 
in gerader Linie hinlaufenden Eiſenbahn bei einer Spurweite 
von 1,436 Meter einem zwiſchen den Schienen ſtehenden 
Beobachter zuſammenzulaufen, wenn die Grenze des Sehwinkels 
zu 40“ angenommen wird? 

Antw. 7404,905 Meter oder ungefähr 1 Meile. 


143. In welcher Entfernung verſchwindet ein Luftballon 
dem Auge, wenn ſein Durchmeſſer 30 Meter beträgt und die 
Grenze des Sehwinkels zu 2 Minuten angenommen wird? 


Antw. 51566,21 Meter. 
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144. In welcher Entfernung verſchwindet Nadar's Rieſen⸗ 
Luftballon, welcher einen Durchmeſſer von 32 Meter hat, dem 
Auge, die Grenze des Sehwinkels zu 1 Minute angenommen ? 


Antw. 110007,9 Meter. 


c. Das reguläre Vieleck. 

145. Wie groß iſt die Seite eines regulären Sechszehnecks, 
wenn der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes 4 Meter beträgt? 
Antw. 1,59129 Meter. 

146. Wie groß iſt der Umfang eines regulären Vierzehn⸗ 
ecks, wenn der Radius des N Kreiſes 5 Meter beträgt? 
Antw. 31,95407 Meter. 


147. Wie groß iſt der Umfang 5 in einen Kreis einbe- 
ſchriebenen regulären Fünfecks, wenn der Umfang des einbe— 
ſchriebenen regulären Sechsecks 7 Meter beträgt? 


Antw. 6,85749 Meter. 

148. Wie groß iſt die Seite des in einen Kreis einbe— 
ſchriebenen regulären Dreiecks, wenn die Seite des einbeſchrie— 
benen regulären Achtecks 9 Meter beträgt? 


Antw. 20,3673 Meter. 

149. Wie groß iſt die Seite des in einen Kreis einbe— 
ſchriebenen regulären Achtecks, wenn die Seite des einbeſchrie⸗ 
benen regulären Zweiunddreißigecks 3 Meter beträgt? 

Antw. 11,7127 Meter. 

150. Wie groß iſt der Umfang des in einen Kreis einbe— 
ſchriebenen regulären Fünfundzwanzigecks, wenn die Seite des 
einbeſchriebenen regulären Dreiecks 5 Meter beträgt? 


Antw. 18,0903 Meter. 

151. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines regulären Sie- 
benecks, wenn die Seite deſſelben 2,5 Meter beträgt? 
Antw. 22,712 Q Meter. 

152. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines regulären Elf: 
ecks, wenn der Umfang deſſelben 110 Meter beträgt? 
Antw. 936,564 O Meter. 


153. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines regulären Drei⸗ 
zehnecks, wenn der Radius des umbeſchriebenen Kreiſes 3 Meter 
beträgt? 


Antw. 27,1863 O Meter. 


http://rcin.org.pl 


8. 28, Berechnung der Dreiecke. 87 


154. Wie groß iſt der Flächeninhalt eines regulären Sie- 
benzehnecks, wenn der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes 
3,5 Meter beträgt? 

Antw. 38,92862 O Meter. 
d. Das ſchiefwinklige Dreieck. 

155. Zwei Eiſenbahnzüge gehen von derſelben Station auf 
zwei unter einem Winkel y = 600 1730“ divergirenden Eiſen⸗ 
bahnen zu gleicher Zeit ab, bezüglich mit einer Geſchwindigkeit 
von c=5 und = 5,5 Meilen in der Stunde. Wie groß iſt 
die gegenſeitige Entfernung AB derſelben nach n 20 Minuten? 
Antw. ABO Tc Acer 087 1,7636 Meilen. 

156. Wie hoch iſt ein Thurm AB, wenn die Spitze des⸗ 
ſelben in den beiden Endpunkten einer nach demſelben hin gez 
richteten horizontalen Standlinie CD — 97 Meter unter den 
Elevationswinkeln ع بر‎ 31050 7“ und ل‎ = 530 1215“ erſcheinte 


reer, 
sin (d — 7 

157. Wie hoch ſteht ein Luftballon, wenn derſelbe von 
zwei Beobachtern, welche auf derſelben Seite mit ihm in derſel⸗ 
ben Vertikalebene ſich befinden, gleichzeitig unter den Elevations⸗ 
winkeln = 35017 30“ und 9 640925“ geſehen wird und 
die beiden Beobachter eine gegenſeitige Entfernung von OD =— 
2900 Meter haben? 

Antw. h = Q ein sin d 123,518 7 Meter. 
sin (do -) 

158. Wie hoch iſt ein jenſeits eines Fluſſes auf einer An⸗ 
höhe ſtehender Obelisk AB, wenn diesſeits in der Richtung 
nach dem Obelisk eine horizontale Standlinie CD—175 Meter 
angenommen wird, und in dem entfernteren Endpunkte der 
Standlinie der Elevationswinkel der Spitze zu y—33045’ 17%, 
in dem näheren Endpunkte der Elevationswinkel der Spitze und 
des Fußes zu 9 = 510146“ und = 400 1877“ beſtimmt 


worden iſt? 
Antw. AB D in (eg) in 34,5019 Meter 
sin (d — ) cos م‎ 

159. In einer Entfernung von BD = 25 Meter von einem 
in einer Horizontalebene ſtehenden Thurme AB hat man den 
Elevationswinkel d ſeiner Spitze doppelt jo groß gefunden, als 
den Elevationswinkel y derſelben in einer Entfernung von BC— 
75 Meter von ſeinem Fuße. Wie hoch iſt der Thurm? 
Antw. AB = 25 % = 43,3012 Meter. 
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160. Von einem Luftballon aus in einer Höhe von h=1000 
Meter über einer horizontalen Ebene beobachtet man zwei in 
dieſer Ebene hinter einander liegende feindliche Schanzen A und 
B unter den Depreſſionswinkeln & 640750“ und 53501520“. 
Wie groß iſt die gegenſeitige Entfernung beider Schanzen? 


Antw. . ا‎ ol 76 Meter. 
sin a sing 

161. Wie hoch ift der Thurm AB eines Schloſſes in einem 
See, wenn in den beiden Endpunkten C und D einer am Ufer 
abgeſtreckten Standlinie CD == 250 Meter die Viſirlinien nach 
der Spitze des Thurmes mit der Standlinie die Winkel 
= 240 50/20“ und 9 = 10504030“ bilden und in D der 
Elevationswinkel der Spitze بي‎ = 25030710“ beträgt? 

0 1 sin y sin ꝙ 
0 — 25 
Antw. AB= SiR yk — 59,4747 Meter. 

162. Wie hoch iſt ein Thurm AB jenſeits eines Fluſſes, 
wenn in den beiden Endpunkten einer längs dem diesſeitigen 
Ufer angenommenen horizontalen Standlinie CD ع‎ 337,5 Meter 
die Viſirlinien nach dem in derſelben Horizontalebene befindlichen 
Fuße des Thurmes mit der Standlinie die Horizontalwinkel 
4207/13“ und û = 39026˙/5“ bilden, und die Spitze deſſel⸗ 
ben an dem erſtern Endpunkte der Standlinie unter dem Ele— 
vationswinkel = 180 47“ 16“ erſcheint? 


be sind tang _ مق‎ E 

Antw. AB un Y-+ 0) — 73,72915 Meter. 

163. Wie hoch ſchwebt eine Wolke über der Erde, wenn 

auf einem Berge in der Höhe h=85 Meter der Elevations— 

winkel derſelben zu = 560 10“ beobachtet und zugleich ihr 

Spiegelbild in einem See unter dem Depreſſionswinkel 
= 580 20“ geſehen wird. 


Antw. II A — 2045,859 Meter. 
sin (* e) 

164. Der von Dupuy de Löme conſtruirte lenkbare Luft- 
ballon hat mit der Gondel eine vertikale Ausdehnung von 
a = 42,12 Meter. Der Sehwinkel des ſchwebenden Ballons mit 
der Gondel wurde zu & = 30“ und der Elevationswinkel der 
Gondel zu م‎ = 48020“ geſchätzt. Wie hoch befand ſich die Gondel 
über der Erde? 


Antw. II — 2 ern din م‎ _ 2373,4147 Meter. 
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165. Eine von dem Fußpunkte eines Thurmes A B aus 
abgeſteckte Strecke beträgt m ع‎ 33 Meter, und die Verlängerung 
dieſer Strecke um ebenfalls m = 33 Meter erſcheint von der 
Spitze des Thurmes unter dem Winkel & = 1402010“. Wie 
hoch iſt der Thurm? 

Antw. II z m (cotg e + 7 eotg?’«— 8) — 109,174329 Meter 
oder 19,949754 Meter. 

166. In einiger Entfernung von einem in einer horizon⸗ 
talen Ebene ſtehenden Thurme AB hat man auf einer gera⸗ 
den Standlinie zwei gleiche Strecken CD und DE, jede von 
83,5 Meter, abgemeſſen und in C, D, E bezüglich die Elevations⸗ 
winkel der Thurmſpitze = 3605020“, قل‎ 2102440“ und 
e 140 17,30“ gefunden. Wie hoch iſt der Thurm? 

CD 


Antw. AB 57,7292Meter. 
Vt cotg? y— cotg? d+ 1 cotg? ع‎ 

167. Wie hoch iſt ein auf einer Anhöhe ſtehender Thurm 
AB, wenn auf dem Abhange derſelben eine nach dem Fuß— 
punkte B des Thurmes gerichtete Standlinie C D = 66,3875 
Meter angenommen wird, und an ihrem untern Endpunkte C 
der Elevationswinkel der Spitze بر‎ 370 4830“, der Neigungs⸗ 
winkel der Standlinie gegen den Horizont x ع‎ 19039730“, und 
an ihrem oberen Endpunkte D der Elevationswinkel der Spitze 
q = 500 10/20“ beträgt? 

Antw. AB CD G — ¥) in . 82 0743 Meter. 
sin (d — y) cos x 

168. Zwei in einer Horizontalebene liegende Orte A und B 
erſcheinen von der Spitze eines Berges von u 1000 Meter 
Höhe unter den Depreſſionswinkeln 1101510“ und 3=-607'20", 
während die Horizontalprojectionen der Viſirlinien nach beiden 
Orten einen Winkel y = 490 34,50“ bilden. Wie groß iſt die 
gegenſeitige Entfernung beider Orte? 

Antw. A B= hl Vcotg? a + cotg? 5 — 2 cotg a cotg 8 cos 7 
== 7170,522 Meter. 

169. Wie groß iſt die gegenſeitige Entfernung zweier in 
einer Horizontalebene liegenden Orte A und B, wenn dieſelben 
von der Spitze eines Berges von h = 900 Meter Höhe unter 
den Depreſſionswinkeln & = 100 15,6“ und 8 = 706˙18“ er⸗ 
ſcheinen, während die Viſirlinien nach beiden Orten einen Winkel 
= 490567“ bilden? 

Antw. ap! Vsin®« + sin? م‎ — 2sin«sin g “رةه‎ 
sin c sin g 


— 5581,24 Meter. 
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170. Wie groß iſt die gegenſeitige Entfernung zweier in 
einer Horizontalebene befindlichen Thürme A und B, wenn in 
derſelben Ebene eine horizontale Standlinie COD = 3720 Meter 
angenommen wird, und die Viſirlinien nach den Fußpunkten der 
beiden Thürme mit der Standlinie in dem einen Endpunkte 
derſelben die Horizontalwinkel & = 820407“ und م‎ = 3602213“, 
in dem anderen Endpunkte mit derſelben die Horizontalwinkel 
8. ح‎ 700 5423“ und = 220 14.19“ bilden? 

Antw. Setzt man a + ح ان‎ p, G = =, ſo i 


CDv sin? a‘ sin?‘ +sin? #’sin?p —2 sine’ sing sin ꝙ sin’ COSY 
sin sin p' 
— 2874,757 Meter. 

171. Ueber die Spitze eines Thurmes, deſſen Höhe 
h= 55 Meter, fallen die oberen Randſtrahlen der Sonne, deren 
ſcheinbarer Durchmeſſer 0 322“, gegen die Horizontalebene 
und bilden mit derſelben einen Winkel & = 300 40“. Wie lang 
iſt der Halbſchatten AB des Thurmes? 


Antw. AB NE 2.00156 Meter. 

sin (e— d) sin © 

172. Der Pik von Teneriffa hat eine Höhe von h=3578 

Meter oder 0,4822 geogr. Meilen; wie hoch müßte auf der 

nahen Afrikaniſchen Küſte in einer Entfernung von m 60 Meilen, 

alſo von == 40, ein Berg AH fein, von deſſen Gipfel man 

die Spitze des Pik erblicken würde, den Erdhalbmeſſer r = 859,5 
geogr. Meilen (zu 7420 Meter) angenommen? 

Antw. AH— en 44 

cos(p - »( 
— 4208,58 Meter. 
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Fünfte Sehrfiufe. 
Erster Abschnitt, 


Von den geraden Linien und Ebenen im Raume und 
von der körperlichen Ecke. 


I. Die geraden Linien und Ebenen im Raume. 
8. 1. 


Beſtimmung der Tage einer Ebene im Raume. 


Erklärungen. Durch einen Punkt im Raume laſſen 
ſich unzählig viele Ebenen legen; durch zwei Punkte im Raume 
laſſen ſich ebenfalls unzählig viele Ebenen legen; aber durch 
drei nicht in gerader Linie liegende Punkte im Raume läßt ſich 
immer nur eine Ebene legen: Durch drei nicht in gerader 
Linie liegende Punkte im Raume iſt alſo die Lage 
einer Ebene vollſtändig beſtimmt. 

Durch eine gerade Linie im Raume laſſen ſich unzählig 
viele Ebenen legen; aber durch eine gerade Linie und einen 
Punkt außerhalb derſelben läßt ſich immer nur eine Ebene 
legen: Durch eine gerade Linie und einen Punkt 
außerhalb derſelben iſt alſo ebenfalls die Lage 
einer Ebene vollſtändig beſtimmt. 

Durch zwei ſich ſchneidende gerade Linien, ebenſo durch 
zwei parallele gerade Linien im Raume läßt ſich immer eine, 
aber auch nur eine Ebene legen: Durch zwei ſich ſchnei— 
dende gerade Linien, ſo wie durch zwei parallele 
gerade Linien iſt daher ebenfalls die Lage einer 
Ebene vollſtändig beſtimmt. 

Durch zwei gerade Linien im Raume dagegen, welche weder 
parallel ſind, noch unbegrenzt verlängert ſich ſchneiden, läßt ſich 
keine gemeinſchaftliche Ebene legen. Solche gerade Linien im 
Raume, welche weder parallel ſind noch ſich ſchneiden, werden 
windſchief genannt; auch ſagt man von ihnen, ſie kreuzen ſich. 


http://rcin.org.pl 


94 Fünfte Lehrſtufe. Erſter Abſchnitt. 88. 2—3. 


8. 2. 
Lage einer Geraden in Bezug auf eine Tbene. 

Erklärungen. Eine gerade Linie hat mit einer Ebene 
entweder zwei Punkte, oder einen Punkt, oder gar keinen Punkt 
gemeinſam. Eine gerade Linie, welche zwei Punkte mit einer 
Ebene gemeinſam hat, liegt ganz in der Ebene; eine gerade 
Linie, welche nur einen Punkt mit einer Ebene gemeinſam hat, 
ſchneidet die Ebene; eine gerade Linie, welche, ſo weit man 
ſie auch verlängern mag, keinen Punkt mit der Ebene gemeinſam 
hat, dieſelbe alſo nicht ſchneidet, iſt der Ebene parallel. 

Eine gerade Linie, welche eine Ebene ſchneidet, ſteht auf 
allen Geraden der Ebene, welche durch den Treffpunkt gehen, 
entweder ſenkrecht oder nicht. Im erſtern Falle ſagt man, die 
gerade Linie ſteht auf der Ebene ſenkrecht (Fig. 1), im letztern 
Falle, ſie ſei gegen die Ebene geneigt (Fig. 2). 

Fig. 1. Fig 2. 


Denkt man ſich von irgend einem Punkte einer geneigten 
Geraden AB eine Senkrechte auf die Ebene gefällt und den 
Fußpunkt dieſer Senkrechten mit dem Punkte, in welchem die 
geneigte Linie die Ebene trifft, verbunden, jo heißt dieſe Bets 
bindungslinie die Projection der geneigten Geraden auf die 
Ebene, und der Winkel, welchen die geneigte Gerade mit ihrer 
Projection bildet, ihr Neigungswinkel. So iſt AC die 
Projection der Geraden AB auf die Ebene MN und {BAC 
der Neigungswinkel der Geraden AB zur Ebene MN. 


E 

Tage einer Ebene in Vezug auf eine Ebene. 
Erklärungen. Zwei Ebenen haben entweder zwei gerade 
Linien oder nur eine gerade Linie oder endlich gar nichts mit 
einander gemeinſam. Zwei Ebenen, welche mit einander zwei 
gerade Linien gemeinſam haben, fallen in eine einzige zuſammen; 
zwei Ebenen, welche eine gerade Linie gemeinſam haben, f nets 
den ſich in dieſer geraden Linie; zwei Ebenen, welche, ſo weit 
man ſie auch verlängern mag, auch keinen Punkt gemeinſam 

haben, ſich alſo nicht ſchneiden, ſind einander parallel. 
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Eine Ebene, welche eine andere ſchneidet, hat entweder die 
Lage, daß die in irgend einem Punkte der gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittslinie in der einen Ebene errichtete Senkrechte auf 
allen Geraden, die durch ihren Fußpunkt in der anderen Ebene 
gelegt ſind, ſenkrecht ſteht, — oder nicht. 


Fig. 3. Fig. 4. 


Im erſtern Falle ſagt man, die beiden Ebenen ſtehen auf 
einander ſenkrecht (Fig. 3), im zweiten, fie ſeien gegen ein- 
ander geneigt (Fig. 4), und der Winkel, den die in einem 
Punkte der gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie in der einen 
Ebene errichtete Senkrechte mit ihrer Projection in der andern 
Ebene bildet, TBA, heißt alsdann der Neigungswinkel 
der beiden Ebenen. 

Die verſchiedene Lage der geraden Linien und der Ebenen, 
ſowohl unter ſich als gegen einander, behandeln die Lehrſätze 
der nachfolgenden Paragraphen. 


§. 4. 


Tehfrſätze über die parallele Tage gerader Linien im Naume. 


1. Sind zwei gerade Linien einer dritten im Raume parallel, 
ſo ſind ſie unter einander parallel (Fig. 5). 


AB$+EF, ODE EF, 
AB+CD. 


E 


M 


Beweis. Da die gerade Linie AB mit EF parallel 
iſt, jo hat ſie mit EF gleiche Richtung, und da die gerade 


* 
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Linie CD ebenfalls mit EF parallel iſt, fo hat auch dieſe 
mit EF gleiche Richtung; folglich haben AB und CD 
beide mit EF und daher auch mit einander gleiche Mids 
tung, und ſind demnach einander parallel. 


2. Sind die Schenkel zweier Winkel im Raume paarweiſe 
parallel und nach derſelben Seite gerichtet, ſo ſind die beiden 
Winkel einander gleich (Fig. 6). 

AB+aß, AOC, 
` {BAC=TRBeay. 


Fig. 6. 


Beweis. Man mache die Schenkel der beiden Winkel 
paarweiſe gleich, alſo AB=afß und AC = ay, ziehe 
Aa, Bf, Cy, ferner BC und 57; alsdann iſt ſowohl 
AB als ACay ein Parallelogramm, folglich B8 = 
und + (Aa) = und Cy. Nun iſt auch BC ein 
Parallelogramm und daher BC = By. Da demnach jetzt 
ABO SH ,زمه‎ o it BAC 6 


§. 5. 


Tehrſätze über die fenkredite Lage gerader Linien gegen eine Ebene. 
1. Eine gerade Linie ſteht ſenkrecht auf einer Ebene,? wenn 
ſie auf zwei durch ihren Fußpunkt in der Ebene gezogenen 
Geraden ſenkrecht ſteht (Fig. 7). 
AB BOC, AB_LBD, 
= ABENNT Ti 


A 
2 RENT, 


http://rcin.org.pl 


8.5. Gerade Linien und Ebenen im Raume. 97 


Beweis. Man ziehe durch den Fußpunkt von AB in 
der Ebene MN beliebig die gerade Linie BE und lege 
durch einen beliebigen Punkt E der Geraden BE zwiſchen 
BC und BD eine Gerade CD fo, daß GE = ED, und 
verbinde A mit C, E, D; alsdann iſt (Planim. 5. 64:4) 

AC?+-AD?—=2AE?+4CD? 
BC?+BD?—2BE?+4CD?, 
(A@—-BO)+ (AD: —-BD)—<2AE—2BE%, 
2AB?=2(AE?— BE), 
AB = AEZ — BEs, 
AB BE. 


Da demnach die gerade Linie AB auf jeder beliebigen 
durch ihren Fußpunkt gezogenen Geraden in der Ebene 
ſenkrecht ſteht, ſo ſteht ſie auf der Ebene ſelbſt ſenkrecht. 


Zuſatz. Von einem Punkte außerhalb einer Ebene läßt 
ſich nur eine Senkrechte auf dieſelbe fällen; auch läßt ſich 
in einem Punkte einer Ebene nur eine Senkrechte auf dieſelbe 
errichten. 

Die Senkrechte iſt die kürzeſte Linie, welche ſich von einem 
Punkte außerhalb einer Ebene nach derſelben ziehen läßt,, und 
beſtimmt demnach die Entfernung oder den Abſtand des 
Punktes von der Ebene. 


2. Wenn auf einer geraden Linie in einem Punkte der⸗ 
ſelben drei Geraden ſenkrecht ſtehen, ſo liegen dieſe drei Geraden 
in einer Ebene (Fig. 8). 

Auf AB ſtehen BC, BD, BE ſenkrecht, 
Die Geraden BC, BD, BE liegen in einer Ebene. 


Beweis. Man denke ſich durch BC und BE eine 
Ebene CBE gelegt. Läge nun BD nicht in dieſer Ebene, 
jo müßte eine durch ABD gelegte Ebene die Ebene CBE 
etwa in Bd ſchneiden, und es müßte AB zugleich auf Bd 
(L. 1) und BD (Voraus.) ſenkrecht ſtehen, was unmöglich ift. 

Boyman, Mathematik, 2. Theil. 4. Aufl. 7 
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3. Wenn von zwei parallelen Geraden die eine auf einer 
Ebene ſenkrecht ſteht, ſo ſteht auch die andere ſenkrecht auf der 


Ebene (Fig. 9). 
ABT ag ABLMN, 


a@8 MN. 


Fig. 9. 


Beweis. Man ziehe in der Ebene MN von den 
Fußpunkten der Geraden AB und a8 aus ع ) لى‎ und 
AD ad; alsdann it ($. 4:2) ABAlC=<Peay 
und BAD - 2 .60م‎ Da aber in Folge der Vor⸗ 
ausſetzung BAC R und TBAD R, jo iſt auch 
<{ßay=R und {ßud—R, mithin (L. 1) MN. 
4. Zwei gerade Linien, welche beide auf derſelben Ebene 

ſenkrecht ſtehen, ſind einander parallel (Fig. 10). 
ABLMN, «a8 MN, 


eee 


Beweis. Angenommen, es wäre nicht 8, ſondern 
etwa ay+AB, alsdann wäre (L. 3) «y_MN. Nach 
der Vorausſetzung iſt aber auch «8 MN, alſo wären 
zugleich & und ay ſenkrecht auf MN, was (L. 1, Zuſ.) 
unmöglich iſt. 


F. 6. 
Tehrſätze über die geneigte Lage gerader Linien gegen eine Ebene. 


1. Steht eine gerade Linie gegen eine Ebene geneigt, ſo iſt 
unter allen Winkeln, welche ſie mit den Geraden der Ebene bildet, 
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der von der geraden Linie ſelbſt und ihrer Projection gebildete 
Winkel, d. i. ihr Neigungswinkel, der kleinſte (Fig. 11). 
AB gegen MN geneigt, AC ſenkrecht anf MN, 


ABC SAA BP. 


Beweis. Man mache die durch B in der Ebene MN 
beliebig gezogene Gerade BD = BC und verbinde A 
mit D. Da nun AC SAD (S. 5:1, Zuſ.), jo iſt auch 
(Planim. $. 36: 2) < ABC > > .81خ‎ 

2. Steht eine gegen eine Ebene geneigte gerade Linie ſenk— 
recht auf einer Geraden in der Ebene, fo ſteht auch ihre Pros 
jection auf dieſer Geraden ſenkrecht (Fig. 12). 

AB geneigt gegen MN, aber ſenkrecht auf FG, A0 MN, 
BC FG. 


Fig. 12. 


Beweis. Man denke ſich im Punkte B auf MN die 
Senkrechte BD errichtet, fo liegt (S. 5:4) BD mit AC, 
alſo auch mit BA und BC in derſelben Ebene A CBD. 
Da nun FG ſenkrecht ſteht auf BD und BA, fo ſteht 
auch FG LBC (S. 5: 1), alſo auch umgekehrt BC FG. 
Zuſatz. Steht die Projection einer zur Ebene geneigten 

geraden Linie ſenkrecht auf einer Geraden in der Ebene, ſo ſteht 
auch die gerade Linie auf dieſer Geraden ſenkrecht. 


RT: 
Fehrfäße über die parallele Sage gerader Linien gegen eine chene. 
1. Eine gerade Linie im Raume, welche einer Geraden in 
der Ebene parallel iſt, iſt der Ebene ſelbſt parallel (Fig. B). 
AB+CD, 4 
AB MN. Z 7* 


http://rcin.org.pl ur ER 


100 Fünfte Lehrſtufe. Erſter Abichnitt. 68.728; 


A a ;o 


N 
Fig. 13. 


M 


Beweis. Da nach Vorausſetzung AB+CD iſt, fo 
wird AB der Geraden CD nie begegnen, jo weit man 
beide auch verlängern mag, alſo auch die Ebene MN in 
der Geraden OD nicht ſchneiden; ebenſo wenig aber in 
einer anderen zu CD parallelen oder gar nicht parallelen 
Geraden. Folglich it AB MN. 


2. Eine gerade Linie, welche mit einer Ebene parallel iſt, 
iſt mit jeder in dieſer Ebene befindlichen Geraden parallel, welche 
mit ihr in einer Ebene liegt (Fig. 13). 

AB+MN, AB und CD in einer Ebene, 
AB+CD, 
Beweis. Da nach Vorausſetzung AB+MN, fo kann 

AB die Ebene, alſo auch die Gerade CD nicht ſchneiden; 

da aber überdies AB mit CD in einer Ebene liegt, jo 

iſt nothwendig AB+CD. 


8. 8. 


erſätze über die ſenkrechle Sage der Ebenen gegen einander. 


Steht eine gerade Linie ſenkrecht auf einer Ebene, ſo 
- die Gerade gelegte Ebene auf der Ebene ſenk— 


LM N, PR durch A B 4 
PRLMN.:n 1 
AR 


ep 
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Beweis. Da AB in Folge der Vorausſetzung auf 
PQ und zugleich auf allen Geraden, welche durch ihren 
Fußpunkt B in der Ebene MN gezogen werden, ſenkrecht 
ſteht, jo ſteht (S. 3) auch die Ebene PR auf der Ebene 
MN ſenkrecht. 


2. Steht eine Ebene ſenkrecht auf einer andern, ſo ſteht 
auch jede in der erſteren auf die gemeinſchaftliche Durchſchnitts⸗ 
linie errichtete Senkrechte auf der zweiten Ebene ſenkrecht (Fig 14). 

PRLMN, AB in P R, ABP, 
= AB_LMN. FL 


Beweis. Da nach Vorausſetzung die Ebene PR auf 
der Ebene MN und die in der Ebene PR befindliche 
Gerade AB auf PQ ſenkrecht ſteht, fo ſteht AB auf allen 
Geraden, die durch ihren Fußpunkt B in der Ebene MN 
gezogen werden, ſenkrecht (S. 3), folglich ſteht AB auf der 
Ebene MN ſelbſt ſenkrecht. 


3. Steht eine Ebene ſenkrecht auf einer andern, und man 
errichtet in der gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie auf die zweite 
Ebene eine Senkrechte, ſo fällt dieſe in die erſtere Ebene (Fig. 15). 

PRLMN, BAL MN, 
BA fällt in PR. 


Fig. 15. 


Beweis. Fiele die Gerade BA, welche auf der Ebene 
MN ſenkrecht ſteht, nicht in die Ebene PR, fo denke man 
ſich auf die Durchſchnittslinie PQ im Punkte B in der 
Ebene PR eine Senkrechte errichtet; da dieſe (L. 2) auf 
der Ebene MN ebenfalls ſenkrecht ſtände, jo hätte man in 
einem Punkte zwei Geraden ſenkrecht auf einer Ebene, 
was (S. 5: 1, Zuf.) unmöglich iſt. 


Zuſatz. Durch eine gerade Linie in einer Ebene läßt ſich 
zu dieſer Ebene nur eine Ebene ſenkrecht legen. 
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4. Wenn zwei Ebenen auf einer dritten ſenkrecht ſtehen, ſo 
ſteht auch ihre gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie auf der dritten 
Ebene ſenkrecht (Fig. 16). 

PQ_LMN, RS LMN, 
ABLMN. 


Fig. 16. 


Beweis. Denkt man ſich in dem Durchſchnittspunkte 
B auf die Ebene MN eine Senkrechte errichtet, jo fällt 
dieſe (L. 3) in die beiden Ebenen PQ und RS, da beide 
auf MN ſenkrecht ſtehen, folglich in ihre gemeinſchaftlicke 
Durchſchnittslinie BA. 


8.9: 
Lehrſätze über die geneigle Tage der Ebenen gegen einander. 


1. Wenn zwei Ebenen gegen einander geneigt find, o 
ſteht ihre gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie auf der Ebene ihres 
Neigungswinkels ſenkrecht (Fig. 17). 

ABC fet der Neigungswinkel von MN und PR, 
BE DORT: ie ب ا‎ E 


Fig. 17. 


Beweis. Da nach Vorausſetzung AB auf der Durg⸗ 
ſchnittsſinie PQ ſenkrecht ſteht und BO die Projection vm 
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AB iſt, io ſteht (S. 6: 2) auch B C ſenkrecht auf PQ; 
folglich ſteht 2 0 zugleich auf BA und BC, d. i. auf der 
Ebene des Winkels ABC ſenkrecht. 


2. Wenn zwei Ebenen gegen einander geneigt ſind, ſo 
ſte beide auf der Ebene ihres Neigungswinkels ſenkrecht 
(J 

<XA BC Neigungswinkel der Ebenen MN und PR, 

MN AB C und PR. LA BC. 


Beweis. Da nach dem vorigen Satze die Durch⸗ 
ſchnittslinie PQ auf der Ebene des Winkels ABC ſenk⸗ 
recht ſteht, jo ſteht auch ($. 8: 1) ſowohl die Ebene MN 
als die Ebene PR auf der Ebene des Winkels ABC 
ſenkrecht. 


§. 10. 


Tehrſätze über die parallele Sage der Ebenen gegen einander. 
1. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten geſchnit⸗ 
ten, ſo ſind ihre Durchſchnittslinien einander parallel (Fig. 18). 
_ MNFEQ, | 
A B 9 aß. 


Beweis. Die beiden Durchſchnittslinien AB und 
» liegen offenbar in derſelben Ebene AB 5; da fie 
aber auch in den parallelen Ebenen MN und PQ liegen, 
ſo können ſie ſich gegenſeitig nicht ſchneiden und ſind ſomit 
einander parallel. 


2. Steht auf zwei Ebenen eine gerade Linie ſenkrecht, ſo 
ſind die beiden Ebenen einander parallel (Fig. 19). 
AB. LMN, AB LPO, 
MNP. 
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Fig. 19. £ 


Beweis. Wären die beiden Ebenen MN und PQ 
einander nicht parallel, jo müßten fie hinreichend verlän⸗ 
gert ſich ſchneiden. Durch Verbindung eines Punktes D in 
ihrer gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie mit den Fuß⸗ 
punkten A und B der Senkrechten entſtände dann aber 
ein Dreieck ABD, in welchem bei A und B rechte Winkel 
wären, — was unmöglich iſt. 


3. Steht auf der einen von zwei parallelen Ebenen eine 
gerade Linie ſenkrecht, jo ſteht fie auch auf der andern ſenkrecht 
(Fig. 20). 


_MN#PQ, A MN, 
AG LPO. 


Fig. 20. 


د يي 


M 


Beweis. Man lege durch die gerade Linie Ace zwei 
beliebige Ebenen, welche die Ebene MN in AB und AC, 
die Ebene PQ in مه‎ und ay ſchneiden; alsdann iſt 
(L. 1) AB Hug und AC+tey. Da aber die Gerade 
As in Folge der Vorausſetzung ſenkrecht auf AB und AC 
ſteht, jo ſteht fie demnach auch ſenkrecht auf & 8 und ey, 
und mithin (S. 5: 1) auf der Ebene P Q ſelbſt ſenkrecht. 


Zuſatz. Durch einen Punkt außerhalb einer Ebene läßt 
ſich mit derſelben nur e ine Ebene parallel legen. 
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4. Steht auf der einen von zwei parallelen Ebenen eine 
dritte Ebene ſenkrecht, ſo ſteht ſie auch auf der andern Ebene 
ſenkrecht (Fig. 21). 

MN PO. RT MN, 
11 


Beweis. Man denke ſich in einem Punkte der 
Durchſchnittslinie RS auf dieſelbe in der Ebene RT eine 
Senkrechte A B errichtet, fo ſteht dieſe (8. 8:2) ſenkrecht 
auf der Ebene MN, alſo (L. 3) auch ſenkrecht auf der 
Ebene PQ; folglich (S. 8:1) ſteht auch die Ebene RT, in 
welcher AB liegt, auf der Ebene PQ ſenkrecht. 

5. Werden zwei parallele Ebenen von parallelen” geraden 
Linien durchſchnitten, ſo ſind die Abſchnitte der geraden Linien 
einander gleich (Fig. 22). 

MN+PQ, Ac Bg, 
Ag = Bg. 


n 
al Ip 


Beweis. Man lege durch die beiden parallelen Geraden 
Ad und Bf eine Ebene, welche die beiden parallelen Ebenen 
in AB und a8 durchſchneidet, alsdann iſt (L. 1) AB+aPß; 
da aber auch Acc 88, fo iſt ABag ein Parallelogramm, 
folglich Ac = B8. 
Zuſatz. Parallele Ebenen ſind überall gegenſeitig gleich 
weit von einander entfernt. 
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6. Zwei Ebenen find einander parallel, wenn die Schenkel 
zweier in denſelben liegenden Winkel paarweiſe parallel ſind 


(Fig. 23). 
AB KB, Alzey, 


MNP. 


Beweis. Man fälle von dem Scheitel des Winkels 
Bey die Senkrechte A“ auf die Ebene MN. Zieht man 
nun A,B! AB und A’C’+AC, fo iſt auch 'لى‎ 13“ + #6 
und A'C’tay. Da aber {a A'B'—R und a C = R, 
jo it auch A“ g = R und YA = R. Daher 
ſtehen beide Ebenen auf A“ ſenkrecht und find demnach 
(L. 2) einander parallel. 


7. Werden zwei parallele Ebenen von einer geraden Linie 
durchſchnitten, ſo iſt dieſelbe gegen beide Ebenen gleich geneigt 


(Fig. 24). 
MN#+PQ, 8 
ABO SEAR 


Beweis. Man denke ſich von irgend einem Punkte 
der ſchneidenden geraden Linie AB die Senkrechte AC auf 
die Ebene MN gefällt, welche zugleich auf der Ebene PQ 
ſenkrecht ſteht. Verbindet man nun die Fußpunkte C und 7 
mit B und 8, fo find BC und 8y die Projectionen von 
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AB und AB, alſo ABC und XA die Neigungs- 
winkel der Geraden A B gegen beide Ebenen. Da aber 
(8. 1) 80 57% fo it ABO AB}. 


8. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene 
durchſchnitten, fo iſt diefelbe gegen beide Ebenen gleich geneigt 


(Fig. 25). UN Po 


2480-2487 


Beweis. Da die beiden Ebenen MN und PO nad 
der Vorausſetzung parallel find, jo find auch die Durch— 
ſchnittslinien RS und oo einander parallel, und die in 
der Ebene RT auf RS gefällte Senkrechte AB ſteht daher 
auch ſenkrecht auf eo. Fällt man nun auf die Ebene MN 
die Senkrechte AC, welche zugleich auf der Ebene PO 
ſenkrecht ſteht, und verbindet die Fußpunkte C und „ mit 
B und 5, fo find BC und $y die Projectionen von AB 
und Af, und mithin TA BC und Ag die Nei⸗ 
gungswinkel der Ebene. Da aber (L. 1) BC, fo iſt 

ABC—=<ZAPy. 


II. Die körperliche Ecke. 
Ss. 11 


Begriff der fiörperlichen Decke. 


Erklärungen. Wenn drei oder mehrere Ebenen in einem 
Punkte zuſammentreffen, jo wird der von dieſen Ebenen ein- 
geſchloſſene, auf der einen Seite unbegränzte Raum ein körper— 
licher Winkel oder eine körperliche Ecke genannt. Eine 
ſolche Ede iſt OA BOD (Fig. 26). 
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Fig. 26. 


Der Punkt O, in welchem die Ebenen zuſammentreffen, 
heißt der Scheitel, die Geraden OA, OB, OC, OD, in 
welchen die Ebenen zuſammenſtoßen, die Kanten, und die 
begrenzenden Ebenen A OB, BOC, COD, DOA die Seiten 
flächen der Ecke. Die Winkel, welche in den Ebenen liegend 
von den Kanten gebildet werden, heißen die Kantenwinkel 
oder die Seiten, die Winkel, welche an den Kanten liegend 
von den Ebenen gebildet werden, heißen die Flächenwinkel 
oder die Winkel der Ecke. Es ſei bemerkt, daß wir im 
Folgenden die Flächenwinkel, ſo wie die Kantenwinkel immer 
als concav annehmen. 

a 8. 12. 


Die Volarecke. 

Erklärungen. Jede körperliche Ecke hat ebenſowiele Seiten- 
flächen als Kanten. Nach der Anzahl der Seitenflächen unter⸗ 
ſcheidet man dreiſeitige, vierſeitige u. ſ. w., und viel⸗ 
ſeitige Ecken. Sind alle Kantenwinkel jo wie alle Flächen- 
winkel bezüglich einander gleich, ſo heißt die Ecke regulär. 

Durch Verlängerung der Kanten und entſprechende Er- 
weiterung der Seitenflächen einer Ecke über den Scheitel hinaus 
erhält man eine neue Ecke, welche dieſelben Flächen- und Kanten⸗ 
winkel, wie die urſprüngliche Ecke, aber in entgegengeſetzter 
Folge enthält, z. B. (Fig. 27) OABC und Oy. 


5 7 
Fig. 27. — — 


0 / 
Zwei Ecken, ſo wie jede zwei Raumgebilde überhaupt, welche 


dieſelben Beſtandtheile, aber in entgegengeſetzter Folge haben, 
werden ſymmetriſch genannt. 
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Denkt man ſich (Fo. 28) von einem beliebigen Punkte M 
innerhalb einer Ecke auf die Seitenflächen derſelben die Senk⸗ 
rechten Ma, M8, My gefällt und durch je zwei benachbarte Ebenen 
gelegt, welche die Kanten der urſprünglichen Ecke in den Punkten 
A, B, O ſchneiden, ſo entſteht eine neue Ecke, welche die Sup⸗ 
plementarecke oder die Polarecke der urſprünglichen genannt 
wird. So iſt Mag eine Polarecke zu der Ecke OA BC. 


1 
0 
— 
. 
Fig. 28. | 
u‘ 
A AB 
D Sp 
* 
8 


Tehrſätze über die körperliche She. 
1. In jeder dreiſeitigen körperlichen Ecke iſt die Summe 
zweier Seiten größer als die dritte (Fig. 29). 
AOC und 00 ſcien einzeln kleiner als XA OB, 


A6 ACO OBS IAB. 
0 


Fig. 29. 


A B 
D 


Beweis. Man ziehe in der größern Seite AOB die 
Gerade OD fo, daß TAO D ح‎ <I AOC, mache ODP ع‎ OC 
und lege durch die Endpunkte D und C eine die Kanten 
der Ecke in A, B, C ſchneidende Ebene ABC. Alsdann 
it AAODZAAOC, folglich AD AC. Da im 
AACB aber AC OB Y AB, fo it CB > DB, und 
daher in den beiden Dreiecken ACOB und DOB 
(Plan. 5. 36:2) ع‎ 00 8 DOB. Durch Addition 
ergibt ſich folglich <XAO0C +4 {COB> {AOB. 
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2. In jeder körperlichen Ecke find die Kanten» und Flächen⸗ 
winkel bezüglich die Supplemente der Flächen- und Kanten⸗ 
winkel der Polarecke (Fig. 30). 7 

Mag y Polarecke zu OA BC, . 
OBT I AyB=2R, {BOCH <[BeC=2R, TOC R. 
رمم عه‎ al, KTB > 231-211, CC ISAR. 
F 


€ 
Fig. 30. 


A 
DD. 5 


7 


Beweis. Da MF und My auf den Seitenebenen 
DOF und DOE ſenkrecht ſtehen, jo ſteht auch die durch 
M£ uud My gelegte Ebene Mg Ay auf dieſen Ebenen 
ſenkrecht, folglich auch umgekehrt DOF und DOE und 
ſomit (S. 8:4) OA ſenkrecht auf 118 Ax. Ebenſo ſteht 
OB ſenkrecht auf Me By und OC ſenkrecht auf M Cg. 
Daher find TSA, Ty Be, aß die Flächenwinkel 
der gegebenen Ecke, fo wie X Ay B, ABaC, >> 8خ‎ 0 
die Flaͤchenwinkel der Polarecke find. Nun iſt aber offen⸗ 
bar {AOB+ AVB = 2 R, u. ſ. w. 


3. In jeder körperlichen Ecke iſt die Summe aller Seiten 
kleiner als vier rechte Winkel (Fig. 31). 


Sei O der Scheitel einer beliebigen Ecke, 
<{AO0B+ {BOC + {COD ...ل‎ > 5. 
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Beweis. Schneidet man die nefeitige Ecke O durch 
eine Ebene, jo iſt die Durchſchnittsfigur ABCD-- ein 
Vieleck von n Seiten. Verbindet man nun in dieſem 
Vieleck einen inneren Punkt M mit allen Ecken und 
bezeichnet die Summe der Polygonwinkel dieſes Vielecks 
mit 5 (5), die Summe der Winkel um M mit 8 (%), die 
Summe aller Seiten der Ecke O mit S(w), die Summe 
aller Winkel an den Kanten AB, BC, CD, x. in den 
n Seitendreiecken mit 8 (8), jo if, weil n ˙2 R gleich, 


1) 85 (o) + 5 ع زم)‎ 8 (gp) + 85 0%, 


2) S (8) Y 8(9), (L. 1) 
folglich, indem man (2) von (1) abzieht, 

3) S (u) <S (a), 
oder S(w) <AR, d. i. 


<ZAOB+<BOC+<LCOD+:-- AR. 


4. In jeder körperlichen Ecke von n Seiten iſt die Summe 
caller NE größer als n-2R—AR, und kleiner als 
m. 2 R 
Fi, 3 Fg, ... ſeien die Flächenwinkel der Ecke OA BOD 2 

FHF ل‎ Fa. n-: 2 R und >n-2R—AR. 

Beweis. Man denke ſich zu der gegebenen Ecke die 

Polarecke conſtruirt. Bezeichnet man nun die Flächen⸗ 

winkel der gegebenen Ecke mit Fı, Fo, Fa, ‘°< und die 

Kantenwinkel der Polarecke mit Ku, Ka, Ka, .., ſo iſt 

in Folge von Lehrſatz 2: 

(Fı + Fe ＋ Fa. ) + (Kı ＋ Ks ＋ وكا‎ ＋ ) An · 2R. 

Hieraus folgt aber unmittelbar: 
1) Fı Fe - Fa . En · 2 R. 
Ferner folgt 
Fi و8‎ Fa... n. R- (KI ＋ ل وكا‎ Ks ), 
woraus, da (L. 3) K. ل‎ K+ KZ AR, ſich ergibt 
2) Fi ＋ Fz Fa. n · R- 4R. : 
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§. 14. 


Alebungs- Aufgaben über die Lage gerader Linien und Ebenen 
fo wie über die körperliche Ecke. 
1. Gerade Linien und Ebenen. 
a. Geometriſche Derter. 

Jede gerade oder krumme Linie oder Ebene oder Fläche, 
deren Punkte oder bezüglich deren Geraden alle im Raume den⸗ 
ſelben beſtimmten Bedingungen genügen, wird geometriſcher 
Ort genannt. 

Der g. O. des Punktes, 

1. welcher von zwei feſtliegenden Punkten P und P’ gleiche 
Entfernungen hat, iſt eine Ebene. 

2, welcher von zwei feſtliegenden parallelen Ebenen E 
und E“ gleiche Entfernungen hat, iſt eine Ebene. 

8. welcher von zwei feſtliegenden ſich ſchneidenden Ebenen 
E und E gleiche Entfernungen hat, beſteht aus zwei Ebenen. 

4. welcher von einer feſtliegenden Ebene E eine gegebene 
Entfernung p hat, beſteht aus zwei Ebenen. 

5. welcher in einer feſtliegenden Ebene E liegend von einem 
feſtliegenden Punkt P außerhalb derſelben eine gegebene Ent 
fernung p hat, iſt ein Kreis. 

6. welcher von zwei feſtliegenden Punkten P und P' 
gegebene Entfernungen p und g hat, iſt ein Kreis. 

7. welcher von drei feſtliegenden Punkten P, N 
gleiche Entfernungen hat, iſt eine Gerade. 

8. welcher von drei feſtliegenden Ebenen E, E', E“ gleiche 
Entfernungen hat, beſteht aus vier Geraden. 


b. Conſtructionen von geraden Linien und Ebenen. 

1. Durch einen außerhalb einer feſtliegenden Ebene ge⸗ 
gebenen Punkt mit einer in der Ebene feſtliegenden Geraden 
eine N zu ziehen. 

2. Durch einen in einer feſtliegenden Geraden gegebenen 
Punkt eine Ebene zu legen, welche auf der Geraden ſenkrecht ſteht. 

3. Durch einen außerhalb einer feſtliegenden Geraden 
gegebenen Punkt eine Ebene zu legen, welche auf der Geraden 
N ſteht. 

4. In einem in einer feſtliegenden Ebene gegebenen Punkte 
eine Senkrechte auf dieſelbe zu errichten. 

5. Von einem außerhalb einer feſtliegenden Ebene gez 
gebenen Punkte eine Senkrechte auf dieſelbe zu fällen. 

6. Durch eine in einer feſtliegenden Ebene gegebene Ge- 
rade eine Ebene ſenkrecht zu dieſer Ebene zu legen. 
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7. Durch eine außerhalb einer feſtliegenden Ebene gege⸗ 
bene Gerade eine Ebene ſenkrecht zu der erſtern zu legen. 

8. Durch einen in einer feſtliegenden Ebene gegebenen Punkt 
eine dieſelbe ſchneidende Gerade zu ziehen, welche gegen die 
Ebene unter einem gegebenen Winkel « geneigt iſt. 

9. Durch eine in einer feſtliegenden Ebene gegebene Gerade 
eine dieſelbe ſchneidende Ebene zu legen, welche gegen die erſtere 
unter einem gegebenen Winkel e geneigt iſt. 

10. In einer feſtliegenden Ebene mit einer in derſelben gege- 
benen Geraden eine Parallele zu ziehen, welche von einem 
außerhalb der Ebene gegebenen Punkt die Entfernung p hat. 

11. In einer feſtliegenden Ebene eine Gerade zu ziehen, 
welche von zwei außerhalb der Ebene gegebenen Punkten Dez 
züglich die Entfernungen p und q hat. 

12. Durch eine feſtliegende, eine gegebene Ebene ſchneidende 
Gerade eine Ebene zu legen, welche gegen die erſtere unter einem 
gegebenen Winkel & geneigt iſt. 

13. Durch einen außerhalb einer feſtliegenden Ebene gege— 
benen Punkt zu derſelben eine parallele Ebene zu legen. 

14. Von einem außerhalb einer feſtliegenden Ebene gege— 
benen Punkte nach derſelben eine Gerade zu ziehen, welche 
gegen dieſelbe unter einem gegebenen Winkel « geneigt und 
einer zweiten feſtliegenden Ebene parallel iſt. 

15. Von einem in einer feſtliegenden Geraden gegebenen 
Punkte nach einer feſtliegenden Ebene eine Gerade von gege- 
bener Länge m zu ziehen, welche mit der erſteren Geraden den 
gegebenen Winkel à bildet. 

16. Durch einen feſtliegenden Punkt eine Gerade zu 
ziehen, welche zwei gegebenen Ebenen parallel iſt. 

17. Durch einen feſtliegenden Punkt eine Ebene zu legen, 
welche auf einer gegebenen Ebene ſenkrecht ſteht und mit einer 
gegebenen Geraden parallel iſt. 

18. Durch einen feſtliegenden Punkt eine Ebene zu legen, 
welche zwei gegebenen windſchiefen Geraden parallel iſt. 


19. Durch einen feſtliegenden Punkt eine Gerade zu 
ziehen, welche zwei gegebene windſchiefe Geraden ſchneidet. 

20. Durch zwei feſtliegende windſchiefe Geraden und 
zwar durch einen in der einen gegebenen Punkt eine Gerade 
zu ziehen, welche einer gegebenen Ebene parallel iſt. 

21. Durch zwei feſtliegende windſchiefe Geraden zwei 
einander parallele Ebenen zu legen. 

22. Durch zwei feſtliegende windſchiefe Geraden eine 
Gerade zu ziehen, welche auf beiden ſenkrecht ſteht. 

Boyman, Mathematik. 2. Theil. 1. Aufl. 8 
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23—24. Durch zwei feſtliegende windſchiefe Geraden 
eine Gerade zu ziehen, welche mit beiden 

23. den gleichen gegebenen Winkel bildet. 

24. bezüglich die gegebenen Winkel a und 5 bildet. 

25—26. Zwiſchen zwei feſtliegende windſchiefe Geraden 
eine Gerade von gegebener Länge m zu ziehen, welche mit der 
einen von beiden 

25. einen rechten Winkel bildet. 

26. einen gegebenen Winkel bildet. 

27—28. Durch einen feſtliegenden Punkt eine Ebene zu 
legen, welche 

27. zwei feſtliegende windſchiefe Geraden unter dem gleichen 
gegebenen Winkel هن‎ 

28. drei feſtliegende windſchiefe Geraden unter gleichen 
Winkeln ſchneidet. 

2. Die körperliche Ecke. 

29 — 30. Eine dreiſeitige körperliche Ecke durch eine Ebene 
ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt durch eine in einer Seitenfläche 
gegebene Gerade gehe und ein rechtwinkliges Dreieck bilde, von 
welchem die gegebene Gerade 

29. eine Kathete ſei. 30. die Hypotenuſe ſei. 

31—32. Eine dreiſeitige körperliche Ecke durch eine Ebene 
ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt durch eine in einer Seitenfläche 
gegebene Gerade gehe und ein gleichſchenkliges Dreieck bilde, von 
welchem die gegebene Gerade 

31. eine Scheitelſeite ſei. 32. die Grundlinie ſei. 

33—36. Eine vierſeitige körperliche Ecke durch eine Ebene 
ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt ein Parallelogramm iſt und daß 

33. eine Seite gleich a. 34. eine Diagonale gleich e. 

35. eine Höhe gleich h. 36. der Abſtand vom Scheitel gleich p. 

37—42. Eine vierſeitige körperliche Ecke durch eine Ebene 
ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt ein Trapez iſt und daß 

37. die parallelen Seiten bezüglich gleich a und e. 

38. eine parallele und eine nicht parallele Seite bezüglich 
gleich a und b. 

39. eine parallele Seite und die Höhe bezüglich gleich a und h. 

40. eine parallele Seite und eine Diagonale bezüglich 
gleich a und e. 

41. eine parallele Seite und der Abſtand vom Scheitel 
bezüglich gleich a und p. 

42. die Höhe und der Abſtand vom Scheitel bezüglich 
gleich h und p. 
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Die ebenflächigen Körper oder Polyeder. 
§. 15. 
Begriff des Polyeders. 


Erklärungen. Ein nach allen Seitenz von ebenen 
Flächen begrenzter Körper wird ebenflächiger Körper oder 
Polyeder genannt (Fig. 32). 


Fig. 32. 


Die das Polyeder einſchließenden ebenen Begränzungsflächen 
heißen die Seitenflächen (einfach Seiten oder Flächen), die 
Geraden, in welchen zwei Seitenflächen zuſammenſtoßen, die 
Kanten, die Punkte, in welchen die Kanten zuſammentreffen, 
die Ecken des Polyeders, die von den Seitenflächen gebildeten 
Winkel Flächenwinkel, die von den Kanten gebildeten Winkel 
Kantenwinkel; ferner nennt man die Summe der Begrän- 
zungsflächen die Oberfläche und den von der Oberfläche um— 
ſchloſſenen körperlichen Raum den Inhalt oder das Volu— 
men des Polyeders. 

Man kann die Polyeder in zwei Klaſſen eintheilen, in 
Polyeder mit nur ausſpringenden Ecken und Polyeder mit 
zum Theil einſpringenden Ecken. Je nachdem nämlich 
die Flächenwinkel, unter welchen die Begränzungsflächen zu einer 
Kante zuſammenſtoßen, nach innen kleiner als 2 R, oder zum 
Theil größer als 2 R ſind, ſind die Ecken des Polyeders alle 
ausſpringend oder zum Theil einſpringend. Die Polyeder mit 
lauter ausſpringenden Ecken werden Euler’ jhe Polyeder ge— 

8 * 


http://rcin.org.pl 


116 Fünfte Lehrſtufe. Zweiter Abſchnitt. 89. 15—16. 


nannt, und ſind im Folgenden, wo von Polyeder die Rede iſt, 
immer nur Euler'ſche Polyeder verſtanden. 

Polyeder ſind congruent, alſo auch an Inhalt 
gleich, wenn fie bezüglich von congruenten Seiten 
flächen in gleicher Anzahl, Neigung, Ordnung und 
Folge eingeſchloſſen ſind. In dieſem Falle laſſen ſich 
nämlich die Polyeder zur Deckung bringen und werden dieſelben 
alſo genau denſelben Raum einnehmen. 

Ein Polyeder, an welchem bezüglich alle Kanten, alle 
Kantenwinkel, alle Flächenwinkel einander gleich ſind, 
wird ein reguläres Polyeder genannt. In einem ſolchen ſind 
demnach alle Begränzungsflächen jo wie alle Körperecken regu⸗ 
lär und bezüglich congruent. Die geraden Linien, welche die 
gegenüberſtehenden Ecken oder die Mittelpunkte der gegenüber⸗ 
ſtehenden Seitenflächen eines regulären Polyeders mit einander 
verbinden, heißen die Axen des Polyeders. 

Im Folgenden ſollen zunächſt die beiden Arten von Poly- 
edern, welche ſich als beſondere Formen geltend machen, das 
Prisma und die Pyramide, ſodann die Euler ' ſchen Poly⸗ 
eder im Allgemeinen und die regulären Polyeder insbeſondere 
betrachtet werden. 


I. Das Prisma. 
§. 16. 
Begriff des Brismas. 

Erklärungen. Denkt man ſich zwei feſtliegende congruente 
Vielecke ABCDE... und aßyde... im Raume einander jo 
parallel, daß die entſprechenden Seiten derſelben ebenfalls parallel 
ſind, und denkt ſich ferner eine durch zwei entſprechende Ecken 
beider Vielecke gelegte Gerade längs den Umfängen derſelben ſich 
ſo bewegen, daß ſie ſtets ſich ſelbſt parallel bleibt, ſo entſteht 
eine prismatiſche Fläche und, von dieſer und den Ebenen 
der beiden Vielecke begrenzt, ein ebenflächiger Körper, welcher 
Prisma genannt wird (Fig. 33). 
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Ein Prisma iſt alſo ein ebenflächiger Körper, welcher von 
zwei congruenten und parallelen Vielecken als Gegenflächen 
(Grundfläche und Gegenfläche), und von ſo vielen Pa⸗ 
rallelogrammen, als die Grundfläche Seiten hat, als Seiten- 
flächen eingeſchloſſen iſt. Die Geraden, in welchen die Seiten- 
flächen zuſammentreffen, heißen Seitenkanten, die Geraden, 
in welchen die Seitenflächen mit der Grundfläche und der Gegen- 
fläche zuſammentreffen, werden Grundkanten und Gegen- 
kanten genannt. Eine durch zwei gegenüberliegende Kanten 
gelegte, das Prisma durchſchneidende Ebene wird Diagonal- 
ebene genannt. Der ſenkrechte Abſtand der Grundfläche und der 
Gegenfläche von einander heißt die Höhe des Prismas (II h). 
Ein Prisma, deſſen Seitenkanten ſenkrecht zur Grundfläche ſtehen, 
wird ein ſenkrechtes oder gerades, jedes andere ein 
ſchiefes genannt. 

Nach der Anzahl der Grundkanten theilt man die Prismen 
in dreiſeitige, vierſeitige u. f. w, überhaupt vielſeitige. 
Iſt die Grundfläche und demnach auch die Gegenfläche eine 
reguläre Figur, jo nennt man die Verbindungslinie der Mittel- 
punkte der Gegenflächen die Axe des Prismas. Ein Prisma 
mit regulären Gegenflächen, deſſen Are ſenkrecht ſteht auf der 
Grundfläche, wird ein reguläres genannt. Ein vierſeitiges 
Prisma, deſſen Grundfläche ein. Parallelogramm iſt, heißt 
Parallelepipedon. Ein gerades Parallelepipedon, deſſen 
Grundfläche ein Rechteck iſt, heißt ein rechtwinkliges, und 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon, deſſen Begränzungsflächen 
ſämmtlich Quadrate find, wird Hexageder (Würfel oder 
Kubus) genannt. 

Schneidet man ein Prisma durch eine gegen die Grund⸗ 
fläche geneigte Ebene, ſo heißt der zwiſchen der Grundfläche und 
der Schnittfläche enthaltene Theil desſelben ein abgeſchrägtes 
Prisma. 


NR 
Tehrſätze über die Gleichheit der Varallelepipeda und Prismen. 


1. Zwei Parallelepipeda über derſelben Grundfläche, deren 
Gegenflächen zwiſchen denſelben Parallelen liegen, ſind 
an Inhalt gleich (Fig. 34). 


»8' toy 1 
Rp. X Boy .ملالا‎ ABO 
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Fig. 34. 


Beweis. Betrachtet man die beiden dreiſeitigen Pris— 
men Aaa D' und B55 Cyy, ſo ſieht man, daß die- 
ſelben an Inhalt gleich find (S. 15), da fie paarweide 
von congruenten Begränzungsflächen in gleicher Anzahl, 
Neigung, Ordnung und Folge eingeſchloſſen ſind. Zieht 
man daher von dem ganzen Körper ABODaß'y'd ab- 
wechſelnd dieſe beiden Prismen ab, ſo bleibt offenbar 

Rp. KB % = Pllp. ABd'y. 

2. Zwei Parallelepipeda über derſelben Grundfläche, deren 
Gegenflächen in derſelben Ebene liegen, ſind an Inhalt 
gleich (Fig. 35). 

ay+AQC, 
Pip. KB) = Pllp. 10 
II 


Beweis. Man denke ſich das Hülfsparallelepipedon 
ABCDEF GU, deſſen Gegenfläche mit der Gegenfläche 
je eines der gegebenen Parallelepipeda zwiſchen denſel— 
ben parallelen Geraden liegt; alsdann tft (L. 1) ſowohl 
Pllp. A BY = ABO DEF 611 als auch Pllp. AB“ — 
ABCD EF, folglich 

Pllp. A Boy = Pllp. AB dy. 
Zuſatz. Parallelepipeda über derſelben Grundfläche und 
von gleicher Höhe ſind an Inhalt gleich. 
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3. Jedes Parallelepipedon läßt ſich in ein rechtwinkliges 
von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe verwandeln (Fig. 36). 


MH NG 


Fig. 36. 


Beweis. Das gegebene ſchiefwinklige Parallelepipedon 
läßt ſich zunächſt dadurch, daß man durch die Grundkanten 
zur Grundfläche ſenkrechte Ebenen legt und die Gegen- 
fläche erweitert, in ein ſenkrechtes AB HG verwandeln, 
deſſen Seitenkanten KE, BF, CG, D H nämlich auf der 
Grundfläche ſenkrecht ſtehen; und dieſes wird dadurch, 
daß man durch die Kanten AE und BF zur Seitenfläche 
KB EF ſenkrechte Ebenen legt und die betreffenden Bez 
gränzungsflächen erweitert, in das rechtwinklige Parallel- 
epipedon AB MN verwandelt. 


4. Jedes Parallelepipedon wird durch eine Diagonalebene 

in zwei dreiſeitige Prismen von gleichem Inhalt getheilt (Fig. 37). 
AEG C Diagonalebene des Pllp. AD FG, 
 ACDEGH=ACBEGF. 


Beweis. Man lege, wenn das Parallelepipedon nicht 
ſchon ein ſenkrechtes iſt, durch die Ecken A und E zur 
Kante A E zwei ſenkrechte Ebenen, welche durch Erweite- 
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rung der Seitenflächen des gegebenen Parallelepipedons 
das ſenkrechte Parallelepipedon A ل برغ‎ ERH V d bilden. Nun 
iſt aber nach dem Princip der Deckung ($. 15) einerſeits 
1] 0 بر‎ A= HGV E und andererſeits BCB A =— 
FGy'3'E, woraus durch abwechſelnde Abziehung dieſer 
gleichen Körperräume bezüglich von AydEGH und von 
AyßEGF einerſeits ACDEGH—AydEy’d‘ und 
andererſeits ACBEGF=AyPAEYP fib ergibt. Da 
nun ferner (S. 15) Ay Ey; d ح‎ Ay Eg, io iſt auch 
ACDEGH=ACBEGE. 


18 


Tehrſätze über Verhältnig und Inhalt der Varallelepipeda 
und Prismen. 


1. Die Inhalte zweier rechtwinkligen Parallelepipeda über 
derſelben Grundfläche verhalten ſich wie ihre Höhen (Fig. 38). 
Die rechtw. Parallelepipeda ABodyu.ABo’y haben dieſelbe Grundfl., 


ABV ABO V Ad: Ad“. 


Beweis. Seien zunächſt die Höhen Ac und Au’ 
der beiden Parallelepipeda commenſurabel, und ſei 
demnach m deren gemeinſchaftliches Maß, welches ohne 
Reſt in Ac etwa X Mal, in Ac etwa y Mal enthalten 
fei. Trägt man alsdann dasſelbe auf Ac und Au’ ab 
und legt durch die Endpunkte desſelben mit der Grund⸗ 
fläche ABCD parallele Ebenen, jo wird offenbar das 
Pllp. AB dy in x kleinere, das Pllp. A B 0'y’ in y kleinere 
unter ſich gleiche Parallelepipeda getheilt. Ein ſolches heiße 
p. Alsdann i 

Pllp. A BY xp und Pllp. A Boy = lp, 
ferner Ac = xm und Ad=ym, 
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mithin ABdy:ABd'y—=xp:yp=x:y, 
Au: Ac = xm: ym x: y, 
folglich ABO: ABO Ad: Ad 
Anmerkung. Für den Fall, daß die Höhen L und Ac’ 
incommenſurabel ſind, beſteht der Satz ebenfalls. — 
Beweis wie Planimetrie 5. 82:1, Anmerkung. 


2. Die Inhalte zweier rechtwinkligen Parallelepipeda von 
gleicher Höhe verhalten ſich wie ihre Grundflächen (Fig. 39). 
Die rechtw. Parallelepipeda ABGH und ALMN haben gleiche Höhe, 


ABGH:ALMN=ABCD:AJKL. 


Beweis. Man denke ſich die beiden Parallelepipeda 
mit einer Seitenkante A E rechtwinklig an einander gelegt, 
ſo daß alſo zwei Paar Seitenflächen in eine Ebene fallen. 
Erweitert man nun einzelne Begränzungsflächen, ſo entſteht 
das Hülfsparallelepipedon A LH R. Alsdann iſt in Bezug 
auf AD HE und ALP E als Grundflächen (L. 1) 

ABGH:ALHR=AB:AL, 
ALHR:ALMN=AD:AJ, 


ABGH:ALMN=AB-AD:AL-AJ=ABCD:AJKL, 


3. Die Inhalte zweier rechtwinkligen Parallelepipeda verhalten 
ſich wie die Producte aus den drei fie beſtimmenden Kanten oder 
wie die Producte aus ihren Grundflächen und Höhen?) (Fig. 40). 

Die Parallelepipeda AB G H und AL NP ſeien rechtwinklig, 


ABGH:ALNP=AB-AD-AE:AJ-AL-AM. 


*) Wie in der Planimetrie unter dem Producte von Linien das Pro- 
duct ihrer Maßzahlen verſtanden wird, ſo iſt auch in der Stereometrie 
unter dem Producte von Linien und Flächen das Product aus den Maß⸗ 
zahlen dieſer Größen zu verſtehen. 
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Beweis. Man denke ſich die beiden Parallelepipeda 
rechtwinklig an einander gelegt und das Parallelepipedon 
ALNP zu dem Parallelepipedon AL RS ergänzt, welches 
mit dem Parallelepidedon ALNP dieſelbe Grundfläche 
und mit dem Parallelepipedon ABGH gleiche Höhe hat. 
Alsdann iſt (L. 1 und 2) 

AB GH: ALRS ABA D. AJ. AL, 
ALRS: AEN P AEB : AM, 
folglich ABG H: ALNP = AB- AD- AE: AJ AL - AM. 
oder auch ABG 11: ALN 2 = ABCD-AE: A IJKL. AM. 


4. Rechtwinklige Parallelepipeda von gleicher Grundfläche 
und gleicher Höhe find an Inhalt gleich (Fig. 40). 
ABCD=AJKL, BF IR, 
ABGH - ALRS. 

Beweis. Da die Inhalte rechtwinkliger Parallelepipeda 
ſich verhalten wie die Producte aus ihren Grundflächen und 
Höhen (L. 3), ſo iſt 

AB GH: ALRS ABCD BF: AJ KL - I R. 
Weil aber in Folge der Vorausſetzung die Glieder des 
zweiten Verhältniſſes einander gleich ſind, ſo ſind auch die 
des erſten einander gleich, folglich iſt 
ABGH = ALRS. 
Zuſatz. Beliebige Parallelepipeda von gleicher Grundfläche 
und gleicher Höhe find an Inhalt gleich (S. 17: 3 und L. 4). 


5. Der Inhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedons ift 
gleich dem Producte aus den drei dasſelbe beſtimmenden Kanten 
oder dem Producte aus ſeiner Grundfläche und Höhe (Fig. 41). 

Das Parallelepipedon A B G H jet rechtwinklig, 


TABGH=AB-AD-AE. 
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Beweis. Man nehme den Würfel eg als Einheit 
des Körpermaßes, alſo die Kanten desſelben als Einheit des 
Längenmaßes an, jo iſt c= =1 und aß-ad-we=1. 
Nun aber iſt (L. 3) 

ABGH:aßdzxy=AB-AD-AE:aB-ad-ue. 

Da aber in dieſer Proportion die nachfolgenden Glieder 

einander gleich ſind, ſo ſind es auch die vorangehenden, 

folglich iſt 
ABGH AB. AD. AE - AB OD. AE. 

Zu ſatz 1. Der Inhalt eines jeden Parallelepipedons 
iſt gleich dem Producte aus ſeiner Grundfläche und Höhe 
(8. 17: 3 und L. 5). 

Zuſatz 2. Der Inhalt eines dreiſeitigen Prismas 
iſt gleich dem Producte aus ſeiner Grundfläche und Höhe 
(S. 17: 4 und L. 5). 

6. Der Inhalt eines beliebigen Prismas iſt gleich dem 
Producte aus ſeiner Grundfläche und Höhe (Fig. 42). 

Sei G die Grundfläche und II die Höhe des Prismas, 
ABCDEeßyds=G-H. E 


€ 0 


Be ES 
„ 


Fig. 42. 


A b 


Beweis. Man denke fich das Prisma durch Diagonal- 
ebenen, welche alle durch dieſelbe Seitenkante Ac gehen, 
in dreiſeitige Prismen pr, be, P3 ° zerlegt. Dieſe 
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haben offenbar alle die gemeinſchaftliche Höhe II. Seien 
nun deren Grundflächen entſprechend gu, ge, ga ° °, ſo 
iſt (L. 5, Zuſ. 2) رع ع رم‎ H, دوم‎ g H, Ps = gs H, 
u. ſ. w., alſo 
رم‎ F be T pA = (gî F رع‎ ＋ gs E.) H; d. i. 
ABCDE«ByJe=G-H. 


II. Die Pyramide. 
§. 19. 
Begriff der Pyramide. 

Erklärungen. Denkt man ſich ein feſtliegendes Vieleck 
ABO D E und außerhalb ſeiner Ebene im Raume einen feſten 
Punkt 8, denkt ſich ferner eine gerade Linie längs dem Um⸗ 
fange des Vielecks ſich ſo bewegen, daß ſie beſtändig durch 
den feſten Punkt geht, ſo entſteht eine pyramidale Fläche 
und, von dieſer und der Ebene des Vielecks begrenzt, ein 
ebenflächiger Körper, welcher Pyramide genannt wird. 

١ 5 


Fig. 43. 


Eine Pyramide iſt alſo ein ebenflächiger Körper, welcher 
von einem beliebigen Vielecke als Grundfläche und von ſo 
vielen in einem Punkt zuſammenſtoßenden Dreiecken, als die 
Grundfläche Seiten hat, als Seitenflächen eingeſchloſſen 
wird. Die Geraden, in welchen die Seitenflächen zuſammentreffen, 
werden Seitenkanten, die Geraden, in welchen die Seiten- 
flächen mit der Grundfläche zuſammentreffen, Grundkanten 
genannt. Der Punkt, in welchem alle Seitenflächen zuſammen⸗ 
ſtoßen, heißt die Spitze oder der Scheitel, und der ſenkrechte 
Abſtand desſelben von der Grundfläche die Höhe der Pyramide. 
Der durch die Mitte der Höhe mit der Grundfläche parallel gelegte 
Schnitt wird der mittlere Schnitt oder der Mittelſchnitt genannt. 
Nach der Anzahl der Grundkanten theilt man die Pyramiden 
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in dreiſeitige, vierſeitige u. ſ. w., überhaupt viel ſei⸗ 
tige. Iſt die Grundfläche eine reguläre Figur, ſo wird die 
Verbindungslinie der Spitze mit dem Mittelpunkte der Grund⸗ 
fläche die Axe der Pyramide genannt. Eine Pyramide mit 
regulärer Grundfläche, deren Axe mit der Höhe zuſammenfällt, 
alſo zur Grundfläche ſenkrecht ſteht, heißt eine reguläre; eine 
Pyramide mik centriſcher Grundfläche, deren Höhe den Mittel: 
punkt der Grundfläche trifft, heißt eine ſenkrechte oder gerade, 
jede andere wird eine ſchiefe genannt. 

Wird eine Pyramide durch eine Ebene parallel zur Grund- 
fläche geſchnitten, ſo heißt der zwiſchen der Grundfläche und 
dem parallelen Schnitte als der Gegenfläche enthaltene Theil 
derſelben eine abgekürzte oder abgeſtumpfte Pyramide 
oder ein Pyramidenſtumpf. Dabei iſt (§. 20, L. 1) die 
Grundfläche der Gegenfläche ähnlich. 

Eine abgeſtumpfte Pyramide iſt alſo ein ebenflächiger 
Körper, welcher begrenzt wird von zwei parallelen ähnlichen 
Vielecken und von ſo viel Trapezen als Seitenflächen, als jedes 
der Vielecke Seiten hat, und deſſen Seitenkanten verlängert in 
einem Punkte zuſammentreffen. 

* Die abgeſtumpfte Pyramide iſt eine beſondere Form des 
Obelisken, und dieſer wieder eine beſondere Form des 
Prismatoids. 

Ein Obelisk iſt ein ebenflächiger Körper, welcher begrenzt 
wird von zwei parallelen gleichvielſeitigen und unter fich parallel⸗ 
ſeitigen Vielecken als Grundfläche und Gegenfläche, und 
von jo viel Trapezen als Seitenflächen, als jedes der Biel 
ecke Seiten hat. 

Ein Prismatoid iſt ein ebenflächiger Körper, welcher 
von zwei parallelen, im Uebrigen nach Anzahl und Richtung 
der Seiten von einander unabhängigen Vielecken als Grund— 
fläche und Gegenfläche, und im Allgemeinen von Dreiecken, 
deren Grundlinien und Spitzen die Seiten und Ecken der beiden 
Gegenflächen ſind, als Seitenflächen begrenzt wird. 

Auch beim Pyramidenſtumpf, beim Obelisk und beim Pris⸗ 
matoid unterſcheidet man, wie beim Prisma, Grundkanten, 
Gegenkanten, Seitenkanten, und ebenſo heißt auch bei 
dieſen Polyedern der ſenkrechte Abſtand der beiden Gegenflächen 
von einander die Höhe und der durch die Mitte der Höhe mit 
der Grundfläche parallel gelegte Schnitt der Mittelſchnitt. 

Anmerkung. Aus den gegebenen Erklärungen erhellt: 
Ein Prismatoid iſt — ein Obelisk, wenn ſeine beiden 
Gegenflächen, ohne ähnlich zu ſein, gleiche Seitenanzahl und 
entſprechend parallele Seiten haben, da alsdann auch alle 
Seitenflächen Trapeze ſind; 
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Ein Obelisk iſt — ein Pyramidenſtumpf, wenn 
ſeine beiden Gegenflächen ähnliche Vielecke ſind, da alsdann 
(Plan. §. 77: 4) alle Seitenkanten verlängert in einem Punkte, 
der Spitze einer Pyramide, zuſammentreffen. 

Ein dreiſeitiger Obelisk iſt — immer auch ein 
dreiſeitiger Pyramidenſtumpf, da (Plan, 5. 78:1) 
ſeine beiden Gegenflächen immer ähnliche Dreiecke ſind. 


§. 20. 


Tehrſätze über die Pyramide. 
1. In jeder Pyramide iſt eine der Grundfläche parallele 
Schnittfläche der Grundfläche ähnlich (Fig. 44). 
aßyd+tABCD, 


eßyd-ABCD. 


Fig 44. 


Beweis. Da in Folge der Vorausſetzung ($. 10:1) 
4 AB, 67 BC u. f. w., jo iſt offenbar 
SA: S = 8B: S = SC: S7 8D:Sd; 
folglich iſt nach der allgemeinen Aehnlichkeits-Erklärung 
(Planim. S. 76), welche auch für Gebilde im Raume gilt, 
AB OD. 


2. In jeder Pyramide verhalten ſich die Grundfläche und 
eine der Grundfläche parallele Schnittfläche wie die Quadrate 
ihrer ſenkrechten Abſtände von der Spitze (Fig. 44). 

Seien G und g die Grundfläche und die ihr parallele Schnittfläche, 
ferner H und h ihre ſenkrechten Abſtände von der Spitze, 
Gig = Hz: he. 
Beweis. Man denke ſich durch I, nämlich SF, und 
eine Seitenkante SA eine Ebene gelegt, welche die Grund— 
fläche und die ihr parallele Schnittfläche in AF und ap 
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ſchneidet. Da nun (L. 1) Gg, nämlich ABCD Aa, 


jo ijt G:g= 482:89, 

aber A B?: a8? — SA: S4 — HF: he, 

folglich Gigs Beh 5 _ 

Zuſatz 1. Für den Mittelſchnitt m iſt Gem ع‎ 2: J HP, 
daher G = Am. 


Zuſatz 2. Werden zwei Pyramiden von gleichen Grund— 
flächen und gleichen Höhen in gleichen Abſtänden von der Spitze 
durch Ebenen parallel den Grundflächen geſchnitten, ſo ſind 
die Schnittflächen einander gleich. 

Denn aus G:g = H?:h® und G:g'— H?:h? folgt g=. 

3. Dreiſeitige Pyramiden von gleichen Grundflächen und 
gleichen Höhen find an Inhalt gleich (Fig. 45). 

Die Pyramiden A308 u. A’B’C’S’ haben gleiche Grundfl. u. Höhen, 
Pyr. AB OS = Pyr. A BC'S. 
Fig. 45. 


Beweis. Man theile die gleichen Höhen beider Pyra— 
miden in n gleiche Theile und lege durch jeden Theilpunkt 
zu den Grundflächen parallele Schnittflächen, ſo ſind je 
zwei ſich in beiden Pyramiden entſprechende Parallelſchnitte 
einander gleich (L. 2, Zuſ. 2). Conſtruirt man nun über 
den Grundflächen, jo wie über und unter den Parallel- 
ſchnitten Prismen, deren eine Seitenkante in eine Pyra⸗ 
midenkante AS und A’S’ fällt und deren Höhe dem Ab— 
ſtande je zweier Parallelſchnitte gleich iſt, ſo erhält man in 
jeder der beiden Pyramiden n äußere Prismen und (n—1) 
innere Prismen, von welchen ſowohl in beiden Pyramiden 
je zwei äußere Prismen über den gleichen Grund- und 
Schnittflächen (ABCD—=A'B’C'D’, DEFG DE FG“, x.), 
als auch in jeder Pyramide ein äußeres und ein inneres 
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Prisma über und unter derſelben Schnittfläche 
DEFG DEFA, 2“ E FEG = DE FA, x.) ein 
ander gleich ſind. Daraus ergibt ſich, daß die Unterſchiede 
zwiſchen der Summe der äußeren Prismen und der Summe 
der inneren Prismen in beiden Pyramiden gleich ſind, da 
nämlich in jeder Pyramide dieſer Unterſchied gleich iſt dem 
äußeren Prisma über der Grundfläche. Dieſes Prisma 
wird aber bei fortgeſetzter Vergrößerung von n verſchwindend 
klein, und daher wird auch in jeder Pyramide der Unter⸗ 
ſchied zwiſchen den beiden Prismenſummen und um ſo mehr 
der Unterſchied zwiſchen einer dieſer Prismenſummen und 
der Pyramide ſelbſt verſchwindend klein. Da aber in beiden 
Pyramiden zwei ſich entſprechende Prismenſummen ein⸗ 
ander gleich ſind und der Unterſchied zwiſchen dieſen Prismen⸗ 
ſummen und den Pyramiden verſchwindend wird, ſo ſind 
die Pyramiden ſelbſt gleich. 


Anmerkung. Nach Cavalleria, Grundſatz ſind 
die beiden Pyramiden ſchon deshalb an Inhalt gleich, 
weil (L. 2, Qui. 2) alle in gleichen Abſtänden von der 
Spitze mit den Grundflächen parallel gelegten Schnittflächen 
in beiden Pyramiden bezüglich gleich ſind. 


4. Der Inhalt einer dreiſeitigen Pyramide iſt gleich 
dritten Theile des Productes aus ihrer Grundfläche 
Höhe (Fig. 46). 


Sei der Inhalt, G die Grundfläche, H die Höhe der Pyramide, 
P=14G-H. 


Fig. 46. 


Beweis. Sei A303 die dreiſeitige Pyramide, jo 
ziehe man durch zwei Ecken der Grundfläche Geraden 
parallel und gleich der gegenüberliegenden Kante, etwa 
Ad und Cy+ und — Bf, jo wie die Geraden 8 ه‎ und Ay, 
und denke ſich durch je zwei dieſer Geraden Ebenen gelegt. 
Alsdann entſteht das dreiſeitige Prisma ABC, welches 
mit der gegebenen Pyramide ABC? dieſelbe Grundfläche ABC 
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und dieſelbe Höhe hat und aus dieſer dreiſeitigen Pyra⸗ 

mide AB 08 und der vierſeitigen Pyramide A Cy a 8 beſteht. 

Letztere theile man mittels einer durch die Diagonale Ca 

ihrer Grundfläche und dieſelbe Ecke م‎ gelegten Ebene in 

die beiden dreiſeitigen Pyramiden ACa und Cœy g. 

Alsdann iſt (L. 3) Pyr. A BCB = Pyr. cy, da fie 

gleiche Grundflächen ABC und eg jo wie gleiche Höhen 

haben, und Pyr. cy = (Cayg) = Pyr. AC, da 
auch dieſe gleiche Grundflächen Cay und AC& fo wie 
gleiche Höhe haben. Folglich ſind die drei Pyramiden 

AB 08, YC, مم على‎ unter einander an Inhalt gleich, 

und daher iſt jede gleich dem dritten Theile des Prismas 

ABCaßy, mithin (S. 18:5, Zuſ. 2) Pyr. AB Cg oder 

P=+1G-.H, 

Zuſatz 1. Der Inhalt einer jeden Pyramide iſt gleich 
dem dritten Theile des Productes aus ihrer Grundfläche und Höhe. 

Zuſatz 2. Die Inhalte zweier Pyramiden verhalten ſich 
wie die Producte aus ihren Grundflächen und Höhen. 

P:p=G-H:g-h. 

Zuſatz 3. Die Inhalte zweier Pyramiden von gleichen 
Höhen verhalten ſich wie ihre Grundflächen, und die Inhalte 
zweier Pyramiden von gleichen Grundflächen verhalten ſich 
wie ihre Höhen.“ 1 
(cond. H = h). P: رع : 6 حم‎ P:p=H:h--(cond-G g). 

5. Eine Pyramide und die von derſelben der Grundfläche 
parallel abgeſchnittene kleinere Pyramide verhalten ſich wie die 
Kuben ihrer Höhen oder wie die Kuben zweier entſprechenden 
Kanten (Fig. 47). 

Seien P und p die beiden Pyramiden, II und h ihre Höhen, 
ferner K und k zwei entſprechende Kanten derſelben, 
P: p = HS: hs = KS: ks. 


Fig. 47. 


Boy man, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 9 
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Beweis. Bezeichnet man die Grundflächen der beiden 
Pyramiden mit G und g, und nimmt ein paar Scheitel- 
kanten SA und Sa als entſprechende Kanten, jo hat man 
zunächſt die Proportion (L. 4, Qui. 2) 

PB GHEE 


Dividirt man nun durch a (L. 2) die beiden 


letzten Glieder, ſo erhält man 
20-2130 hS) 
demnach auch P: p KZ: ks. 
6. Der Inhalt einer abgeſtumpften Pyramide iſt gleich 


dem dritten Theile des Productes aus ihrer Höhe und der Summe 
aus den beiden parallelen Gegenflächen und deren geometriſchem 
Mittel (Fig. 47). 

T Inhalt, G und g Gegenflächen, h Höhe der Pyramide, 


T=4(G+vVGg+s)h. 

Beweis. Man denke ſich die abgeſtumpfte Pyramide 
ABCDafyd zu der vollſtändigen Pyramide ABCDS 
ergänzt und ſetze die Höhe der Ergänzungspyramide 8 = x, 
alſo die Höhe der vollſtändigen Pyramide SF =— h + x. 
Alsdann iſt der Inhalt der abgeſtumpften Pyramide 

T=46h+9)—3gx=}[6Ch+ (G- © 5. 
Nun verhält ſich aber (L. 2) 
G:g = (he: xe, 


ſomit VG: Vg = GT: x, 
mithin (VG-=Vg) : Vg h: x, 

it x . GAL 
daher iſt a FET E N 


Subſtituirt man dieſen Ausdruck für x, ſo ergibt ſich 
T=4[6h+WG+Vg)Vg-h]), 

D. i. T—}(G+VGE+g8)h. 

Zuſatz. Bezeichnet man mit m den Mittelſchnitt der 


abgeſtumpften Pyramide, ferner mit a, b, 3 (a b) homologe 
Seiten von 6, g, m, fo iſt in Folge von VG: Vg arb 


auch 
dazu 


(VG + Vg): g=— (a +): b, 
vg:Vm=b:4(a+b), 
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folglich VvG+vg=2Vm, 
daher G+2vVGg+g=4m, 
mithin vGg=2m—}(G-tg). 


Subſtituirt man dieſen Werth in die obige Formel, fo ergibt 
ſich auch für den Inhalt der abgeſtumpften Pyramide 


T=3(3(@+8)+2m)h. 


7. Der Inhalt eines Obelisken iſt gleich der Summe der 
Inhalte dreier Pyramiden, welche die Höhe des Obelisken zur 
Höhe haben und als Grundflächen bezüglich die halbe Grund- 
fläche, die halbe Gegenfläche und den doppelten Mittelſchnitt 
des Obelisken (Fig. 48). 

T Inhalt, G und g Gegenflächen, m Mittelſchnitt, h Höhe, 


T=-46@6G+48+2m)h. 
J 


Beweis. Der dreiſeitige Obelisk, als identisch mit 
dem dreiſeitigen Pyramidenſtumpf, hat offenbar den be— 
zeichneten Inhalt (L. 6, Zuſ.) 

T=4(4G+4g+2m)h. 
Jeder mehrſeitige Obelisk ABCDEFGHJIK erweitert 
ſich aber, indem man durch eine Seitenkante, etwa durch AF, 
eine den Obelisk nicht ſchneidende und einer Grundkante 
nicht parallele Ebene legt und alle gegenüberliegende 
Seitenflächen, ſo wie beide Gegenflächen bis zu dieſer Ebene 
erweitert, ſelbſt wieder zu einem dreiſeitigen Obelisk 
DMNJuv, welcher aus dem gegebenen mehrſeitigen 
Obelisk und aus mehreren dieſem anliegenden dreiſeitigen 
Obelisken von gleicher Höhe beſteht. Sind nun T, G, g, m, h 
Inhalt, Grundfläche, Gegenfläche, Mittelſchnitt, Höhe des 
gegebenen mehrſeitigen Obelisken, II, Gu, ريع‎ mi, h, jo wie 
9 * 
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Ta, Ge, ge, me, h, x. bezüglich die „gleichnamigen Stücke 
der dieſem anliegenden dreiſeitigen Obelisken, ſo iſt der 
Inhalt des ganzen dreiſeitigen Obelisken, io wie der 
Inhalt aller anliegenden dreiſeitigen Obelisken nach oben 
ſtehender Formel bezüglich 


TTG ويج يسدي) :+ دو‎ + Lm Emm -- 
TI Ta =} Ge T.) (gige .) A(m me- ) n. 


Zieht man nun von der erſtern Gleichung die zweite ab, 

ſo erhält man für den Inhalt des mehrſeitigen Obelisken 

den oben angegebenen Ausdruck 
T=3(3G+34g+2m)h. 


8. Der Inhalt eines Prismatoids iſt gleich der Summe 
der Inhalte dreier Pyramiden, welche die Höhe des Prisma⸗ 
toids zur Höhe haben und zu Grundflächen bezüglich die halbe 
Grundfläche, die halbe Gegenfläche und den doppelten Mittel 
ſchnitt des Prismatoids (Fig. 49). 

E e Inhalt, G und g Gegenflächen, m Mittelſchnitt, h Höhe, 


126g amhh. 


Beweis. Man denke ſich alle die. Seitenflächen des 
Prismatoids ABC DEFGHK, deren Grundlinien die 
Grundkanten ſind, ſo wie die Gegenfläche erweitert bis 
zu ihrem Durchſchnitt, ſo erweitert ſich das Prismatoid 
ſelbſt zu einem Obelisk ABCDEF8yde, welcher beſteht 
aus dem gegebenen Prismatoid und mehreren dieſem an- 
liegenden dreiſeitigen Pyramiden von gleicher Höhe, deren 
Grundflächen Theile der Gegenfläche des entſtandenen 
Obelisken find. Sind nun T, G, g, m, h Inhalt, Grund⸗ 
fläche, Gegenfläche, Mittelſchnitt, Höhe des Prismatoids, 
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T., gi, mi, h, ſowie To, ge, me, h, x. bezüglich Inhalt, 
Grundfläche, Mittelſchnitt, Höhe der entſtandenen drei— 
ſeitigen Pyramiden, ſo iſt der Inhalt des Obelisken und der 

Inhalt aller dieſer Pyramiden (L. 7 und L. 4) bezüglich 
TTT -A STe mm- me-), 

TI IT.. (gg.) h. 

Zieht man nun von der erſtern Gleichung die zweite ab, 

jo ergibt ſich, da zufolge (L. 2, Zuſ. 1) 2m. = gi, 

2m = 1 ge, ꝛc., für den Inhalt des Prismatoids 
T= 4 (4G + دع‎ 2m)h. 

9. Der Inhalt eines geraden dreiſeitigen abgeſchrägten 
Prismas iſt gleich dem dritten Theile des Productes aus der 
Grundfläche und der Summe der drei Seitenkanten (Fig. 50). 

I Inhalt, g Grundfläche und a, b, c Seitenkanten, 


Tig (abc). 
1 


Beweis. Man lege durch eine Grundkante BC und 
die gegenüberliegende Ecke ع‎ der Gegenfläche die Ebene 
BO, jo wird das Prisma offenbar in die gerade drei⸗ 
feitige Pyramide ABC und die vierſeitige Pyramide 
BCHV zerlegt. Dieſe letztere hat zur Grundfläche das 
Paralleltrapez B07, deſſen Höhe BC ift. Fällt man 
in der Grundfläche des Prismas die Höhe AH auf BC, 
jo iſt offenbar AH zugleich die Höhe der vierſeitigen 
Pyramide. Bezüglich des Inhalts iſt daher 


1) AB OCG AA ga, 
2) 1808, ح ون‎ + 806-41 
oder, da BCBy—=!(b-+e):-BC, (Pl. S. 83:2) 
BC?ya=!-1BC-AH(b-+e), 
oder, da 4BC-AH=g, 
3) BS =I. (bo. 


Durch Addition von 1) und 3) ergibt ſich aber ſofort 
T=3jg-@a+b+c). 
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10. Der Inhalt eines geraden abgeſchrägten Prismas mit 
regulärer Grundfläche von gerader Seitenanzahl iſt gleich dem 
Producte aus der Grundfläche und ſeiner Axe. 


T Juhalt, F Grundfläche, A Axe, u Seitenanzahl, 
T=F-A. 


Beweis. Denkt man ſich durch je zwei gegenüber⸗ 
ſtehende Seitenkanten Ebenen gelegt, welche ſich offenbar 
alle in der Axe durchſchneiden, jo erhält man n gerade 
dreiſeitige abgeſchrägte Prismen, welche alle die gleiche 
Grundfläche g und die Are als gemeinſchaftliche Seiten- 
kante haben. Da überdies von je zwei gegenüberſtehenden 
Seitenkanten die Axe A das arithmetiſche Mittel, die Summe 
je zweier ſolchen Kanten alſo 2A ijt, fo ergibt ſich 


T = g- (n- An-. 2A) ng - A, d. i. 
i 


III. Die Euler'ſchen Polyeder. 
8. 21. 


Benennung der Tuler'ſchen Polyeder. 


Erklärungen. Jedes Polyeder, welches nicht ſchon eine 
beſondere Benennung hat, wird nach der Anzahl ſeiner 
Begrenzungsflächen benannt. Nach deren Anzahl alſo 
werden dieſelben als vierflächige, fünfflächige u. ſ. w. 
unterſchieden. Ein Polyeder mit weniger als vier Begrenzungs- 
flächen kann es nicht geben, da jede körperliche Ecke wenigſtens 
drei Seitenflächen erfordert und dieſe erſt durch eine Ebene 
geſchnitten werden müſſen, um aus der Ecke einen nach allen 
Seiten begrenzten Raum zu erhalten. 

Die Begrenzungsflächen werden auch Seitenflächen 
oder kurzweg die Seiten oder Flächen des Polyeders genannt. 

Die Oberfläche eines Polyeders läßt ſich leicht durch Sum: 
mirung ſeiner einzelnen Begren zungsflächen finden, und da ſich 
jedes Polyeder in eine der Anzahl ſeiner Begrenzungsflächen 
entſprechende Anzahl Pyramiden zerlegt denken läßt, deren 
gemeinſchaftliche Spitze in einem Punkte innerhalb des Polyeders 
ſich befindet, ſo iſt man auch im Stande, wenn die Höhe jeder 
dieſer Pyramiden bekannt iſt, den körperlichen Inhalt eines 
jeden Polyeders zu beſtimmen. 
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§. 22. 
Sehrfäe über die allgemeinen Ligenſchaflen der Kuler'ſchen 
Volyeder. 

1. Bei jedem ebenflächigen Polyeder iſt die Anzahl der 
Ecken und Flächen um 2 größer als die Anzahl der Kanten 
(Euler 1740). 

E, F, K bezeichnen die Anzahl der Ecken, Seitenflächen und Kanten 
E+F=K+2. 

Beweis. Bei dem einfachſten Körper, der dreiſeitigen 
Pyramide, welcher 4 Ecken, 4 Flächen, 6 Kanten hat, iſt 
offenbar EF K ＋ 2. Denkt man ſich aber bei einem 
beliebigen Polyeder allgemein eine n-ſeitige Ecke durch eine 
ſchneidende Ebene, dieſelbe mag entweder durch die 
u Kanten der Ecke oder durch (n— 1) Kanten der Ecke und 
eine benachbarte Ecke gehen, hinweggenommen, ſo erhält 
man in dem einen Falle, da ſtatt der 1 hinweggenomme⸗ 
nen Ecke n neue Ecken auftreten, (n — 1) Ecken mehr, über- 
dies 1 Fläche mehr und n Kanten mehr; in dem anderen 
Falle, da nunmehr ſtatt der 1 hinweggenommenen Ecke 
(n — 1) neue Ecken auftreten, (n — 2) Ecken mehr, außerdem 
1 Fläche mehr und (n— 1) Kanten mehr; alſo hat man in 
jedem Falle immer eine gleiche Zunahme an Ecken und 
Flächen einerſeits, wie an Kanten andererſeits. Daher iſt 


allgemein 
E+F=K-+2. 


2. Bei jedem ebenflächigen Polyeder ift die Anzahl der 
Kantenwinkel doppelt ſo groß, als die Anzahl der Kanten. 
W und K bezeichnen die Anzahl der Kantenwinkel und der Kanten, 
W. . 
Beweis. Jede Seitenfläche des Polyeders hat offen⸗ 
bar jo viele Winkel, als ſich Kanten an derſelben befinden. 
Da aber je zwei Seitenflächen zu einer Kante zuſammen⸗ 
ſtoßen, jo iſt in der That die Anzahl der Kantenwinkel 
doppelt ſo groß, wie die Anzahl der Kanten, alſo 
WSK 


8,28, 
Tehrſätze über die regulären Polyeder. 


1. Der regulären Polyeder gibt es fünf, von welchen drei 
das gleichſeitige Dreieck, eines das Quadrat, und eines das 
reguläre Fünfeck zu Seitenflächen haben. 
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Beweis. Wird als Begrenzungsfläche genommen 

1) das gleichſeitige Dreieck, ſo ſind drei verſchiedene 
Körper möglich, indem ſowohl drei, als vier, als fünf 
gleichſeitige Dreiecke ſich und zwar zu einer drei⸗, vier⸗ 
und fünfſeitigen Ecke vereinigen laſſen (S. 13:3), da 
3.3 R, 4.3 R, 5-3R kleiner als 4R; während dagegen 
ſchon aus ſechs gleichseitigen Dreiecken, da 6 %R AR, 
eine Ecke zu bilden unmöglich iſt; 

2) das Quadrat, ſo iſt nur ein Körper möglich, indem drei 
Quadrate ſich und zwar zu einer dreiſeitigen Ecke zuſammen⸗ 
ſetzen laſſen (S. 13:3), da 3. RAR; während dagegen 
ſchon aus vier Quadraten, da 4١ R= 4R, eine Ecke zu 
bilden unmöglich iſt; 

3) das reguläre Fünfeck, ſo iſt ebenfalls nur ein Körper 
möglich, indem drei reguläre Fünfecke ſich und zwar zu einer 
dreiſeitigen Ecke vereinigen laſſen (§. 13:3), da 3۰$ R AR, 
während dagegen ſchon aus vier regulären Fünfecken, da 
4.5 8 4, eine Ecke zu bilden unmöglich tft. 

Da endlich ſchon drei reguläre Sechsecke, weil 3.3 R = 4R, 
zu einer Ecke ſich nicht zuſammenſetzen laſſen, ſo gibt es im 
Ganzen nur die fünf bezeichneten regulären Polyeder. 


2. Die regulären Polyeder haben entweder vier oder ſechs 
oder acht oder zwölf oder zwanzig Seitenflächen, und heißen 
demnach Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder. 

Beweis. : 

a. Bei dem regulären Polyeder, deſſen Ecken durch drei 
reguläre Dreiecke gebildet werden, iſt offenbar W - 3 E 
und WS 3 F, auch it W=2K (8. 22:2); alſo iſt 
3E=3F und 2K ع-‎ 31“ Aus der Gleichung ($. 22:1) 


ETF KT 2 
erhält man daher mit Hülfe der vorſtehenden Ausdrücke 
F=4 KR K 


Das reguläre Polyeder hat alſo 4 Seitenflächen, 4 4 Ecken 
und 6 Kanten. Ein ſolches, von vier gleichſeitigen Drei- 
ecken begrenztes Polyeder heißt Tetraeder (Fig. 51). 

4 


Fig. 51. 


2. 
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b. Bei dem regulären Polyeder, deſſen Ecken durch vier 
reguläre Dreiecke gebildet werden, ijt W = 4E und W = 3F, 
auch it W = 2 K; mithin iſt 4E = 3 F und 2K 3 F. 
Aus der Gleichung 

E+F=K-+2 
ergibt ſich nun mit Benutzung der vorhergehenden Ausdrücke 
F = 8, E= 6, K 12. 
Das reguläre Polyeder hat alſo 8 Seitenflächen, 6 Ecken 
und 12 Kanten. Ein ſolches, von acht gleichſeitigen Drei⸗ 
ecken begrenztes Polyeder heißt Oktaeder (Fig. 52). 


o. Bei dem regulären Polyeder, deſſen Ecken durch fünf 
reguläre Dreiecke gebildet werden, iſt W=5E und W S3, 
auch it W- 2 K; daher it 5 E= 3 F und 2 K = 3F. 
Somit ergibt ſich aus der Gleichung 

E+F=K-+2 
durch Elimination mit Hülfe der vorſtehenden Ausdrücke 
F 20, 121-121 - 30: 
Das reguläre Polyeder hat alſo 20 Seitenflächen, 12 Ecken 
und 30 Kanten. Ein ſolches, von zwanzig gleichſeitigen 
Dreiecken begrenztes Polyeder heißt Ikosaeder (Fig. 53). 
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d. Bei dem regulären Polyeder, deſſen Ecken durch drei 
reguläre Vierecke (Quadrate) gebildet werden, iſt W = 3 E 
und W=AF, auch it W 2 K; mithin iſt 3E = 4F 
und 2K 4. Demnach aus der Gleichung 

E+F=K-+2 
erhält man durch Benutzung der vorhergehenden Ausdrücke 
F=6, 8-8, K 12. 
Das reguläre Polyeder hat alſo 6 Seitenflächen, 8 Ecken 
und 12 Kanten. Ein ſolches, von ſechs Quadraten begrenz⸗ 
tes Polyeder heißt Hexaeder (Würfel, Kubus) (Fig. 54). 


8 T 


e. Bei dem regulären Polyeder, deſſen Ecken durch drei 
reguläre Fünfecke gebildet werden, iſt W = 3 E und W = 5F, 
auch it N= 2 K; folglich it 3 E = 5 F und 2K 5 F. 
Aus der Gleichung 

E+F=K-+2 
ergibt ſich daher mit Hülfe der vorſtehenden Ausdrücke 
f = 12, E = 20, K = 30. 
Das reguläre Polyeder hat alſo 12 Seitenflächen, 20 Ecken 
und 30 Kanten. Ein ſolches, von zwölf regulären Fünf⸗ 
ecken begrenztes Polyeder heißt Dodekaeder (Fig. 55). 
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3. In jedem regulären Polyeder gibt es einen Punkt, 


welcher von allen Seiten, ſo wie von allen Ecken gleich weit 
entfernt iſt (Fig 56). 


Beweis. In der Mitte der Kanten errichte man in 
den Seitenflächen des Polyeders Senkrechten, ſo werden 
dieſe ſich in den Mittelpunkten derſelben, in M, N, P u. ſ. w. 
ſchneiden; auch werden N MN, XN RP u. ſ. w. die 
offenbar einander gleichen Neigungswinkel je zweier Seiten⸗ 
flächen bilden und ihre Ebenen daher ($. 9:2) auf den 
Seitenflächen ſenkrecht ſtehen. Denkt man ſich nun in den 
Mittelpunkten M und N zweier an einander ſtoßenden Sete 
tenflächen Senkrechten errichtet, To werden dieſe (§. 8:3) 
in die Ebene Me fallen, und ihr Durchſchnittspunkt O 
iſt der Punkt, welcher von den Seiten, jo wie von den 
Ecken des Polyeders gleich weit entfernt iſt. Man verbinde 
nämlich O mit Q, {o iſt offenbar AOQMZAORN, 
mithin OM = ON. Verbindet man ferner O mit P und R, 
ſo iſt, da aus der Vergleichung der congruenten Dreiecke 
ON R und 0 N fil TORN als Hälfte des 
Neigungswinkels und demnach gleich OR ergibt, 
AORP=ZAORN, folglich OP ON und TOPR = 
<ZONR=R, alſo ($. 8:2) OP zugleich ſenkrecht auf 
der betreffenden Seitenfläche u. ſ. w. Demnach iſt der 
Punkt 0 von allen Seiten des Polyeders gleich weit 
entfernt. — Verbindet man nun O mit den Ecken des 
Polyeders, mit 6, K u. ſ. w., ſo iſt AOMGZAOPK, 
folglich OG = OK u. ſ. w. Daher iſt der Punkt © auch 
von allen Ecken des Polyeders gleich weit entfernt. 
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§. 24. 
Aebungs- Aufgaben über die eben flächigen Körper. 
1. Das Prisma. 
a) Geometriſche Oerter. 

9. Der g. O. für die Gegenfläche eines Prismas über 
feſtliegender Grundfläche und von gegebenem Inhalt beſteht 
aus zwei Ebenen. 

10. Der g. O. für die dritte Seitenkante eines dreiſeitigen 


Prismas über feſtliegender Seitenfläche und von gegebenem 
Inhalt beſteht aus zwei Ebenen. 


b) Conſtructionen. 


43—44. Ein gerades dreiſeitiges Prisma ABC mit 
bei C rechtwinkliger Grundfläche tft gegeben; durch einen in der 
Seitenkante Cy feſtliegenden Punkt P eine die beiden andern 
Seitenkanten in X und Y ſchneidende Ebene PX zu legen, 
ſo daß NXP YR und 

43. PY gleich einer gegebenen Strecke p. 

44. XW gleich einer gegebenen Strecke g. 

45 — 46. Ein beliebiges dreiſeitiges Prisma ABCaPy iſt 
gegeben; durch einen in der Seitenkante Cy feſtliegenden Punkt 
P eine die beiden anderen Seitenkanten in X und Y ſchneidende 
Ebene PX zu legen, fo daß fie auf der Seitenfläche ABA 
ſenkrecht ſteht und 

45. PX gleich einer gegebenen Strecke p. 

46. XW gleich einer gegebenen Strecke g. 

47—48. Ein beliebiges dreiſeitiges Prisma AB Cy iſt 
gegeben; durch eine zwiſchen den Seitenkanten Ac und BP 
feſtliegende Strecke MN eine die Seitenkante Oy in X ſchnei⸗ 
dende Ebene MNX zu legen, ſo daß 

47. MX gleich einer gegebenen Strecke p. 

48. MN gleich einem gegebenen Winkel p. 

49—50. Ein gerades Prisma mit quadratiſcher Grundfläche 
iſt gegeben; durch einen in einer Seitenkante A % feitliegenden 
Punkt P eine Ebene zu legen, ſo daß der Schnitt 

49. ein Rechteck mit gegebenem Seitenverhältniß pig. 

50. ein Rhombus mit gegebenem Winkel ce. 

e) Berechnungen. 

51. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines ſenkrechten 
dreiſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Prismas mit 
regulärer Grundfläche, wenn die Grundkanten jo wie die Seiten- 
kanten gleich a find? 
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Antw. Kg 4ع‎ a3 vB, ꝛc., Kg 1/%56-＋T20ô5 


52. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines ſchiefen drei⸗ 
ſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Prismas mit regu⸗ 
lärer Grundfläche, wenn die Grundkanten ſo wie die Seiten⸗ 
kanten gleich a und letztere gegen die Grundfläche unter einem 
Winkel von + R oder von z R geneigt find? 


Antw. Kg = {a3 V6, ꝛc., Kt 6010 +2 V5). 


Kg = gas, c., K,= ta 156+975). 


53. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines ſenkrechten 
dreiſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Prismas mit 
regulärer Grundfläche, wenn die Geſammtoberfläche gleich O und 
die Grundfläche gleich G iſt? 


4 
4 — — 
Antw. Kg = (O 26) 32 z., K5 = 50 (026) ۷ 5(5+2v/5)G2. 


54. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines ſenkrechten 
dreiſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Prismas mit 
regulärer Grundfläche, wenn die Geſammtoberfläche gleich O und 
die Summe der Seitenflächen gleich S iſt? 


4 
—— 4 ہے — — ڪت‎ 
Antw. Kg = رار‎ SVO—S 7719, 1, K 2 8V2(0—8) * 5 (5+ 2V5 (7. 


55. Wie groß iſt die Summe der Seitenflächen eines ſenk⸗ 
rechten dreiſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Prismas 
mit regulärer Grundfläche, wenn die Höhe gleich H und der 
Inhalt gleich K iſt? 


Antw. Sg — 200 3K H V3, c., 882 * 5KH * 5-2 V5. 


56. Wie groß iſt die Schnittfläche eines ſenkrechten Paral⸗ 
lelepipedons mit regulärer Grundfläche, wenn die ſchneidende 
Ebene durch eine Grundkante und die gegenüberliegende Gegen- 
kante geht, und wenn der Inhalt des Parallelepipedons gleich 
K und die Grundkante gleich a iſt? 


Antw. r V 4 ＋ Ka, 
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2. Die Pyramide. 
a) Geometriſche Oerter. 


11. Der g. O. für die Spitze einer Pyramide über feſt⸗ 
liegender Grundfläche und von gegebenem Inhalt beſteht aus 
zwei Ebenen. 

12. Der g. O. für die gemeinſame Spitze zweier Pyra⸗ 
miden über je einer feſtliegenden Grundfläche und von gleichem 
Inhalt beſteht aus zwei Ebenen. 


b) Conſtruetionen. 


57—58. Eine dreiſeitige Pyramide iſt gegeben; durch Diez 
ſelbe eine die Seitenkanten ſchneidende Ebene zu legen, ſo 
daß in der abgeſchnittenen Pyramide die drei Seitenflächen 
gleich und die Schnittebene 

57. durch einen in einer Seitenkante feſtliegenden Punkt 
P geht. 

: 58. von der Spitze der Pyramide einen gegebenen Ab- 
ſtand p hat. 

59 —60. Eine vierſeitige Pyramide iſt gegeben; durch 
dieſelbe eine die Seitenkanten ſchneidende Ebene zu legen, ſo daß 
der Schnitt ein Trapez und 

59. die parallelen Gegenſeiten desſelben durch zwei in 
zwei gegenüberliegenden Seitenflächen feſtliegende Punkte P. 
und P3 gehen. 

60. die eine parallele Seite durch einen in einer Seiten- 
fläche feſtliegenden Punkt P geht und die andere eine gegebene 
Länge m hat. 

c) Berechnungen. 

61. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer geraden 
dreiſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Pyramide mit 
regulärer Grundfläche, wenn jede Grundkante gleich a und jede 
Seitenkante gleich b iſt? 


Antw. Kg = a V3 bas, ꝛc., 


Ko vn a5 Mo be (5 725) — Ja (77 3 V5). 

62. Wie groß iſt die Oberfläche einer geraden dreiſeitigen, 
vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Pyramide mit regulärer 
Grundfläche, wenn jede Grundkante gleich a und jede Seiten— 
kante gleich b it? 


Antw. O03 a (a ل‎ V3 (4 be - a5) V3, ꝛc. 
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/ 63. Wie groß iſt die Grundkante einer dreifeitigen, vier: 
ſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Pyramide mit regulärer Grund⸗ 
fläche, wenn der Inhalt der Pyramide gleich K und ihre Höhe 
gleich II iſt? 


K 3 3K 255 
Antw. ا‎ c., 5-9 ۷ — BH ا‎ . 


64. Wie groß iſt die Seitenoberfläche einer geraden drei⸗ 
ſeitigen, vierſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Pyramide mit regu⸗ 
lärer Grundfläche, wenn die Höhe der Pyramide gleich H und 
die Grundkante gleich a iſt? 


Antw. Sg = {a V3 (12 H+ a), ꝛc., 
85 — 1 % (2OH2+ T2 5)29). 
65. Wie groß iſt die Höhe einer geraden dreiſeitigen, vier⸗ 
ſeitigen, fünfſeitigen, ſechsſeitigen Pyramide mit regulärer Grund- 


fläche, wenn die Seitenoberfläche der Pyramide gleich S und die 
Grundkante gleich a iſt? 


Antw. Hg = - 9740 S?—3at, ıc, 


Ê OEE N 
و11‎ 103 16 8-5 (54 9/ 4. 


66. Wie groß ift die Entfernung der Schnittflächen vom 
Scheitel einer Pyramide, wenn dieſelben parallel der Grund- 
fläche find und die Pyramide in 2, 3,--n gleiche Theile theilen, 
und wenn überdies die Höhe der Pyramide gleich II iſt? 


83. 3 
Antw. Ez = HVA, E= 8379: x., 


3 س‎ 
n. 1E 5 
n 


67. Wie groß find die Schnittflächen einer abgeſtumpften 
Pyramide, wenn dieſelben parallel der Grundfläche ſind und die 
Höhe der Pyramide von der Grundfläche an in 2, 3, n gleiche 
Theile theilen, und wenn überdies Grund- und Gegenfläche 
der Pyramide gleich G und g find? 


Antw. Fa=4(G+2VGg+g), 2., F. ع‎ . 
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68. Wie groß iſt die Schnittfläche einer abgeſtumpften 
Pyramide, wenn dieſelbe parallel der Grundfläche iſt und die 
Pyramide ſo theilt, daß der obere und untere Abſchnitt der Höhe 
(der Pyramide) das Verhältniß p:q haben, und wenn überdies 
Grund- und Gegenfläche der Pyramide gleich G und g find? 


3 . 
GN /p6vG+agvg 
Antw. F= 2° ——.— — x F= „ 
( p+q ): \ p+q 


3. Die regulären Körper. 
a) Das Tetraeder. 
69 —70. Wie groß iſt die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Tetraeders 
69. von den Ecken, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. r } av6. 
70. von den Seiten, wenn die Kante deſſelben gleich a iſt? 
Antw. O = رار‎ v6. 
71—72. Wie groß tft die Kante eines Tetraeders, wenn 
die Entfernung des Mittelpunktes 
71. von den Ecken gleich r iſt? 
Antw. a = 3r V6. 
72. von den Seiten gleich o it? 
Antw. a 206. 
73-75. Wie groß iſt die Oberfläche eines Tetraeders, 
wenn 
73. die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. 0 Sa? /g. 
74. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. O— $12 V3, 
75. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich o iſt? 
Antw. O— 2402 V 3, 
76—78. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines 
Tetraeders, wenn 
76. die Kante desſelben gleich a iſt? 
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77. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. K = 27 13 V. 
78. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich ¢ iſt? 
Antw. K - 803. 


b) Das Hexaeder. 
79—80. Wie groß iſt die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Hexaeders 
79. von den Ecken, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. r 4a 3. 
80. von den Seiten, wenn die Kante desſelben gleich a ift? 
Antw. 0 = fa. 
81-82. Wie groß iſt die Kante eines N و‎ wenn 
die Entfernung des Mittelpunktes 
81. von den Ecken gleich r iſt? 
Antw. a ع‎ V3. 
82. von den Seiten gleich o iſt? 
Antw. a = 20. 
83-85. Wie groß iſt die Oberfläche eines Hexaeders, 
wenn 
83. die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. 0 ع‎ 6 as. 
84. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleicher iſt? 
Antw. O— 81, 
85. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich 9 iſt? 
Antw. O = 24 02. 
86-88. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines 
Hexaeders, wenn 
86. die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. K as. 
87. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. K=$r3V3. 
Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 10 
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88. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich م‎ iſt? 
Antw. K = 8 ¢3. 


Das Oktaeder.‏ ل 


89—90. Wie groß iſt die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Oktaeders 
89. von den Ecken, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. r=} a V2. 
90. von den Seiten, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. e=!tav6. 
91-92. Wie groß iſt die Kante eines Oktaeders, wenn 
die Entfernung des Mittelpunktes 
91. von den Ecken gleicher iſt? 
Antw. a =r V2. 
92. von den Seiten gleich o ift? 
Antw. a 0 V6. 
93-935. Wie groß iſt die Oberfläche eines Oktaeders, 
wenn 
93. die Kante desſelben gleich a * 
Antw. O = 9 V3. 
94. die Entfernung des Müttelpunttes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. 0 ع‎ V3. 
95. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich م‎ iſt? 
Antw. O 1202 VB. 
96—98. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines 
Oktaeders, wenn 
96. die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. K = 4 a8 NZ. 
97. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. K = $°. 
98. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich م‎ iſt? 
Antw. K = 40 V3. 
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d) Das Dodekaeder. 


99 — 100. Wie groß iſt die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Dodekaeders 


99. von den Ecken, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. r=1a(1+v5)V3. 
100. von den Seiten, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. ملي = م‎ * 10 (25 + 11 vs). 


101—102. Wie groß iſt die Kante eines Dodekaeders, 
wenn die Entfernung des Mittelpunktes 


101. von den Ecken gleich r iſt? 
Antw. a r (5 — 1) V%. 
102. von den Seiten gleich o iſt? 


Antw. a = م‎ Va (25 11 5) 


103-105. Wie groß iſt die Oberfläche eines Dodekaeders, 
wenn 
103. die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. 0 = 322 5 (5 + 2۷5). 


104. die Entfernung des Mittelpunktes von den Eden 
gleich r iſt? 


Antw. 0 ع‎ 21? \/ 10(5— v5). 


105. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich o iſt? 
Antw. 0 ح‎ 30% (65 — 29v5). 
106-108. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines 
Dodekaeders, wenn 
106. die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. K = as (15 + 775). 


107. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 


Antw. K = 3 8 (5 + 5). 


10* 
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108. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich 9 iſt? 


Antw. K = 10 % 2065 +29۷5). 


e) Das Ikoſaeder. 
109—110. Wie groß iſt die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Ikoſaeders 
109. von den Ecken, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. r= 1 10+275. 

110. von den Seiten, wenn die Kante desſelben gleich a iſt? 
Antw. O = (3 5) 08. 

111—112. Wie groß iſt die Kante eines Tkoſaeders, 


wenn die Entfernung des Mittelpunktes 
111. von den Ecken gleich r iſt? 


Antw. 2 A 10 (5 — 5). 
112. von den Seiten gleich م‎ iſt? 
Antw. a = ¢ (3 — %)“. 


113-115. Wie groß iſt die Oberfläche eines Ikoſaeders, 
wenn 
113. die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. O = 5 v3. 
114. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 
Antw. O 212 (5 - 5). 
115. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich o iſt? 
Antw. O =— 30 ¢? (7 —3 V5 ) v3. 
116—118. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines 
Ikoſaeders, wenn 
116. die Kante desſelben gleich a iſt? 


Antw. K= rf, a? (3 + V5). 
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117. die Entfernung des Mittelpunktes von den Ecken 
gleich r iſt? 


Antw. K = 18̃ 2(5 + v5). 
118. die Entfernung des Mittelpunktes von den Seiten 
gleich ¢ it? 


Antw. K — 10 ¢3 (7 — 3V5 ) v3. 
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Die krummflächigen Körper. 
8. 25. 


Vorbemerkung. 


Außer den ebenflächigen Körpern zieht die elementare 
Stereometrie in ihre Betrachtung noch einige krummflächige 
Körper, welche entweder ganz oder theilweiſe von gekrümmten 
Begrenzungsflächen eingeſchloſſen ſind. Dahin gehören der 
Cylinder und der Kegel, welche theilweiſe eine gekrümmte 
Begrenzungsfläche haben, und die Kugel, welche ganz von 
einer krummen Oberfläche begrenzt iſt. 


I. Der Cylinder. 
§. 26. 


Begriff des Cylinders. 


Erklärungen. Denkt man ſich die Mittelpunkte zweier 
im Raume feſtliegenden parallelen und gleichen Kreiſe durch 
eine feſte Gerade verbunden, denkt ſich ferner eine andere Gerade 
längs den Peripherien beider Kreiſe ſich ſo bewegen, daß ſie 
der feſten Geraden ſtets parallel bleibt, ſo entſteht eine 
Cylinderfläche und, von dieſer und den Ebenen der beiden 
Kreiſe begrenzt, ein krummflächiger Körper, welcher Cylinder 
genannt wird (Fig. 57). 


Fig. 57. Fig 58. 
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Ein Cylinder iſt alſo ein krummflächiger Körper, welcher 
von zwei parallelen gleichen Kreiſen als Gegenflächen 
Grundfläche und Gegenfläche) und von einer gekrümmten 

eitenfläche, der Cylinderfläche oder dem Cylinder⸗ 
mantel, begrenzt iſt. Der ſenkrechte Abſtand der Grundfläche 
und Gegenfläche von einander heißt die Höhe des Cylinders. 
Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Grund⸗ und Gegen⸗ 
fläche heißt die Axe, und jede der Axe parallele Gerade auf 
dem Cylindermantel eine Seitenlinie des Cylinders. Ein 
Cylinder heißt gerade oder ſchief, je nachdem die Axe desſelben 
ſenkrecht oder ſchief zur Grundfläche ſteht. Die Axe iſt beim 
geraden Cylinder der Höhe gleich. Jeder Schnitt durch die Axe 
des Cylinders ihrer Länge nach heißt ein Axenſchnitt, ein 
Axenſchnitt ſenkrecht zur Grundfläche ein Normalſchnitt. 
Eine Ebene, welche mit der Cylinderfläche eine Seitenlinie 
gemeinſam hat, heißt eine Berührungsebene, die gemeinſame 
Seitenlinie die Berührungslinie. 

Schneidet man den Cylinder durch eine gegen die Grund⸗ 
fläche geneigte Ebene, ſo heißt der zwiſchen der Grundfläche und 
der Schnittfläche enthaltene Theil desſelben ein abgeſchrägter 
Cylinder (Fig. 58), und geht die ſchneidende Ebene zugleich 
durch einen Punkt im Umfange der Grundfläche, ſo heißt der 
zwiſchen der Grundfläche und der Schnittfläche enthaltene Theil 
(ABC) ein Cylinderhuf. : 


8. 27. 


Tehrſätze über den Cylinder. 
1. Jeder Schnitt durch die Axe des Cylinders iſt ein 
Parallelogramm (Fig. 59). 


Sei Mu die Axe des Cylinders, 
der Axenſchnitt AB tft ein Parallelogramm, 


Ef 
Fig. 59. 


ا — 

Beweis, Die Seitenlinien Ac und BA des Cylinders 
ſowohl, als auch die Durchſchnittslinien AB und aß des 
Axenſchnitts mit den parallelen Gegenflächen ſind offenbar 
einander parallel. Da alſo Ac B8 und AB Hg, jo 
it AB ein Parallelogramm. 


http://rcin.org.pl 


152 Fünfte Lehrſtufe. Dritter Abſchnitt. $. 27. 


2. Jeder Schnitt parallel der Grundfläche des Cylinders 
iſt ein Kreis (Fig. 60). 
@yßd+ACBD, 
der Parallelſchnitt cy o iſt ein Kreis. 


Beweis. Man denke ſich durch die Axe des Cylinders 
beliebig viele Schnitte gelegt, jo entſtehen die Paralle⸗ 
logramme AM ıa, BMuß, CMuy u. ſ. w., daher iſt 
MA=ue, MB=uß, MC=uy u. ſ. w. Da aber 
MA=MB=MC u. ſ. w., jo it auch ue=-uß=uy 
u. ſ. w., folglich iſt der Parallelſchnitt & ein Kreis. 


3. Der Inhalt eines Cylinders iſt gleich dem Producte 
aus ſeiner Grundfläche und Höhe. 


Sei (der Inhalt, F die Grundfläche und H die Höhe des Cylinders, 
C=F-H. 3 


Beweis. Man denke fich in den Cylinder gleich hohe 
Prismen mit regulären Gegenflächen und von ſtets zu⸗ 
nehmender Seitenanzahl einbeſchrieben (deren Gegenflächen 
alſo den Gegenflächen des Cylinders ſelbſt einbeſchrieben 
ſind), ſo werden die Gegenflächen dieſer Prismen ſich den 
Gegenflächen des Cylinders bezüglich des Umfanges, und 
die Prismen ſelbſt ſich dem Cylinder bezüglich des Inhalts 
als ihrer Grenze unaufhörlich nähern. Für dieſe Grenze 
gilt aber in Betreff des Inhalts dieſelbe Beziehung, wie 
für die Prismen ſelbſt, daher iſt in der That der Inhalt 
des Cylinders 

C= F. H. 


Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche mit R, 
jo erhält man für den Inhalt des Cylinders (Plan. §. 91:3) 


C=R?r-H. 
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4. Die Mantelfläche eines geraden Cylinders iſt gleich dem 
Producte aus dem Umfange ſeiner Grundfläche und der Höhe. 
Sei M die Mantelfläche, U der Umfang der Grundfläche, H die Höhe, 
و‎ M= U. H. 


Beweis. Man denke fi die Mantelfläche des Eylin- 
ders nach einer Seitenlinie aufgeſchlitzt und in eine Ebene 
ausgebreitet. Alsdann erhält man ein Rechteck, deſſen Höhe 
gleich der Höhe II des Cylinders, und deſſen Grundlinie 
gleich dem Umfange U der Grundfläche des Cylinders iſt, 
daher iſt offenbar die Mantelfläche des geraden Cylinders 

M=U.H. 


Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche 
mit R, ſo erhält man für die Mantelfläche des geraden Cylinders 


(Plan. S. 91:1) 
M=2Rr-H. 


5. Der Inhalt eines abgeſchrägten geraden Cylinders ift 
gleich dem Producte aus ſeiner Grundfläche und der Axe 
(Fig. 61). 

Sei F die 1 er A die Axe, 


ABG = 


Beweis. Man denke ſich durch den Endpunkt عم‎ der 
Are einen der Grundfläche parallelen Schnitt a 8 gelegt; 
alsdann find die beiden hufförmigen Körper yda’ und 
50 88m nach dem Princip der „Deckung offenbar congruent, 
alſo Cyl AB = Cyl. A Ba'8'. Folglich iſt (L. 3) der 
Inhalt des abgeſchrägten geraden Cylinders 
ABaß=F-A 
Zuſatz 1. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche mit 
R, die größte Seitenlinie des Cylinders BA mit 8, die kleinſte 
Aa mit s, jo erhält man für den Inhalt des abgeichrägten 
geraden Cylinders (Plan. §. 43:2) 


ABaß=4R?n-(S+s). 
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Zuſatz 2. Beim Cylinderhufe iſt die kleinſte Seitenlinie 
S o, und ſetzt man (Fig. 58) die größte Seitelinie BC — S, 
ſo erhält man für den Inhalt des geraden Cylinderhufes 
ABC=#R?r:S. 


6. Die Mantelfläche eines abgeſchrägten geraden Cylinders 
iſt gleich dem Producte aus dem Umfange ſeiner Grundfläche 
und der Are (Fig. 61). 

Sei M die Mantelfläche, U der Umfang der Grundfläche, A die Axe, 
. M—U-A. 

Beweis. Man lege durch den Endpunkt عر‎ der Are 
den der Grundfläche parallelen Schnitt ca’ 8', alsdann iſt 
nach dem Princip der Deckung der Hufmantel 5 a a ل‎ = 
dem Hufmantel y8 8“ 0, daher auch der Cylindermantel 
لم4‎ — dem Cylindermantel A Ba’ g“, folglich (L. 4) die 
Mantelfläche des abgeſchrägten geraden Cylinders 

M= U A. 

Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche mit 
R, die größte Seitenlinie des Cylinders mit 8, die kleinſte 
mit s, ſo erhält man für die Mantelfläche des abgeſchrägten 
geraden Cylinders M_Ra-(S-+s), 
und, indem man S=—o fet, für den Mantel des geraden 
Cylinderhufes M Rx. 8. 


II. Der Regel. 
8. 28. 
Begriſſ des Kegels. 

Erklärungen. Denkt man ſich einen feſtliegenden Kreis 
und außerhalb ſeiner Ebene im Raume einen feſten Punkt, 
denkt ſich ferner eine gerade Linie längs der Peripherie des 
Kreiſes ſich ſo bewegen, daß ſie beſtändig durch den feſten Punkt 
geht, ſo entſteht eine Kegelfläche und, von dieſer und der 
Ebene des Kreiſes begrenzt, ein krummflächiger Körper, welcher 
Kegel genannt wird (Fig. 62). 

Der Kegel iſt alſo ein krummflächiger Körper, welcher von 
einem Kreiſe, als Grundfläche, und von einer gekrümmten 
Seitenfläche, der Kegelfläche oder dem Kegelmantel, be 
grenzt iſt. Der feſte Punkt, durch welchen die den Kegelmantel 
beſchreibende Gerade geht, heißt die Spitze oder der Scheitel, 
und der ſenkrechte Abſtand desſelben von der Grundfläche die 
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Fig. 62. 


وج ہا ا 


Höhe des Kegels. Die Verbindungslinie der Spitze mit dem 
Mittelpunkte der Grundfläche heißt die Axe, und jede Gerade 
auf dem Kegelmantel von der Spitze nach dem Umfange der 
Grundfläche eine Seitenlinie des Kegels. Der Kegel heißt 
gerade oder ſchief, je nachdem die Axe desſelben ſenkrecht oder 
ſchief auf der Grundfläche ſteht. Beim geraden Kegel fällt die 
Axe mit der Höhe zuſammen. Jeder Schnitt durch die Axe des 
Kegels ihrer Länge nach heißt ein Axenſchnitt, ein Axen⸗ 
ſchnitt ſenkrecht zur Grundfläche ein Normalſchnitt. Der durch 
die Mitte der Höhe mit der Grundfläche parallel gelegte Schnitt 
wird der mittlere Schnitt oder der Mittelſchnitt genannt. 
Eine Ebene, welche mit der Kegelfläche eine Seitenlinie gemein⸗ 
ſam hat, heißt eine Berührungsebene, die gemeinſame 
Seitenlinie die Berührungslinie. 

Wird ein Kegel durch eine Ebene parallel der Grundfläche 
geſchnitten, ſo heißt der zwiſchen der Grundfläche und dem ihr 
parallelen Schnitte als Gegenfläche enthaltene Theil desſelben 
ein abgeſtumpfter Kegel. Der ſenkrechte Abſtand der 
Grundfläche und Gegenfläche von einander heißt ſeine Höhe. 


§. 29. 
Tehrſätze über den Kegel. 
1. Jeder Schnitt parallel der Grundfläche des Kegels iſt 
ein Kreis (Fig. 63). 
ayßd+ACBD, 


der Parallelſchnitt 470 ift ein Kreis. 
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Beweis. Man lege durch die Are beliebig viele 
Ebenen; da dieſe die Grundfläche und die ihr parallel 
gelegte Schnittfläche in parallelen Geraden MA und به عم‎ 
MB und «8, MC und ½ u. ſ. w. ſchneiden, fo iſt 
A SMA w~ A Sud, ASMB~ S, A SMC vw Shy, 
und daher (Planim. §. 77:3) verhält ſich (8 M:8 00 

MA:ue=MB:u?=MC:uy. 
Da aber MA=MB=MG, ſo iſt auch جح قز دوعر‎ , 
und folglich iſt der Parallelſchnitt co ein Kreis. 


2. Die Grundfläche des Kegels und eine der Grundfläche 
parallele Schnittfläche verhalten ſich wie die Quadrate ihrer 
ſenkrechten Abſtände von der Spitze (Fig. 64). 

Seiten F und f die parallelen Grund- und Schnittfläche, H und h 
ihre ſenkrechten Abſtände von der Spitze des Kegels, 
F: f = Hz: hs. 


Beweis. Man lege durch die Axe des Kegels SM 
und die ſenkrechten Abſtände SE=H und Se=h 
eine Ebene, den Normalſchnitt SAB, fo iſt offenbar 
(Plan. 5. 90:2 und S. 77:3 und 1) 

F: f = )11 47: ح 3ن‎ 5 M2: S = SE2: Se, 
F: H2: hs. 


Ds, 
3. Der Inhalt eines Kegels ift gleich dem dritten Theile 
des Productes aus ſeiner Grundfläche und Höhe. 
Sei K der Inhalt, F die Grundfläche und H die Höhe, 
N= Fell. 

Beweis. Man denke ſich in den Kegel gleich hohe 
Pyramiden mit regulärer Grundfläche und von ſtets zu— 
nehmender Seitenanzahl einbeſchrieben (deren Grundflächen 
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alſo der Grundfläche des Kegels ſelbſt einbeſchrieben find), 
ſo werden die Grundflächen dieſer Pyramiden ſich der 
Grundfläche des Kegels bezüglich des Umfanges, und die 
Pyramiden ſelbſt ſich dem Kegel bezüglich des Inhalts als 
ihrer Grenze unaufhörlich nähern. Für dieſe Grenze 
gilt aber in Betreff des Inhalts dieſelbe Beziehung, wie 
für die Pyramiden ſelbſt; daher iſt der Inhalt des Kegels 
KIF. H. 


Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche 
mit N, fo iſt 
§—3Rr II. 


4. Die Mantelfläche eines geraden Kegels iſt gleich dem 
halben Producte aus dem Umfange der Grundfläche und der 
Seitenlinie des Kegels (Fig. 65). 

Sei M die Mantelfl. U der Umfang der Grundfl., S die Seitenlinie, 
MSI U-. 


Beweis. Man denke ſich den Kegelmantel nach einer 
Seitenlinie aufgeſchlitzt und in eine Ebene ausgebreitet, ſo 
erhält man einen Kreisausſchnitt, deſſen Bogenlänge gleich 
dem Umfange der Grundfläche und deſſen Radius gleich 
der Seitenlinie des Kegels iſt. Daher iſt (Plan. §. 91:4) 
der Inhalt der Mantelfläche des geraden Kegels 

M= U- 8. 
Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der Grundfläche 
mit R, ſo erhält man für die Mantelfläche des geraden Kegels 
M= Rn S. 
Bezeichnet man den Radius des der Grundfläche parallelen 
mittleren Schnittes mit 9, fo it R = 2 0 (Plan. §. 37: 2, Zuſ.), 
und daher die Mantelfläche des geraden Kegels 

M=2en-S,. 
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5. Der Inhalt eines abgeſtumpften Kegels iſt gleich dem 
dritten Theile des Productes aus ſeiner Höhe und der Summe 
aus den beiden parallelen Gegenflächen und deren geometriſchem 
Mittel. 

Sei K der Inhalt, F und k die Gegenflächen und h die Höhe, 
K=4(F+VFf+fh. 


Beweis. Man denke ſich in den abgeſtumpften Kegel 
gleich hohe abgeſtumpfte Pyramiden mit regulären Gegen⸗ 
flächen und von ſtets zunehmender Seitenanzahl einbe⸗ 
ſchrieben (deren Gegenflächen alſo den Gegenflächen des 
abgeſtumpften Kegels ſelbſt einbeſchrieben ſind), ſo werden 
die Gegenflächen dieſer abgeſtumpften Pyramiden ſich den 
Gegenflächen des abgeſtumpften Kegels bezüglich des Um⸗ 
fanges, und die abgeſtumpften Pyramiden ſelbſt ſich dem 
abgeſtumpften Kegel bezüglich des Inhalts als ihrer Grenze 
unaufhörlich nähern. Für dieſe Grenze gilt aber in Betreff 
des Inhalts dieſelbe Beziehung, wie für die abgeſtumpfte 
Pyramide, folglich iſt der Inhalt des abgeſtumpften Kegels 


K=4(F+VFf+Nh. 


Zuſatz. Bezeichnet man die Radien der Grund- und 
Gegenfläche mit R und r, jo erhält man für den Inhalt des 
ab geſtumpften Kegels 1 

K=4(R®+Rr-+r)hn. 


6. Die Mantelfläche eines geraden abgeſtumpften Kegels 
iſt gleich dem halben Producte aus feiner Seitenlinie und der 
Summe der Umfänge der beiden Gegenflächen (Fig. 66). 

Sei M die Mantelfläche, s die Seitenlinie, U und u die 
Umfänge der Gegenflächen, 
M=4(U+u)s. 

0 
au . . ß 


Beweis. Man denke ſich die Mantelfläche nach einer 
Seitenlinie aufgeſchlitzt und in eine Ebene ausgebreitet, ſo 
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entſteht das krummlinige Trapez AB, deſſen Seiten 

Ad und Bf gleich s, und deſſen parallele Gegenſeiten 

AB und » م‎ gleich U und u find. Verlängert man nun 

Ac und BZ bis zu ihrem Durchſchnitt O und bezeichnet 

Oa mit x, fo iſt der Kreisſector O A B = + U (s+ x) und 

Kreisſector Oc ux, folglich das krummlinige Trapez 

oder die Mantelfläche des abgeſtumpften Kegels 

M=+U(s+x)—4ux=4Us+3(U—u)x. 

Nun aber it U: u- (sx): x (Plan. 5. 91:2, Zuſ.), 

alſo (Uu): u s: x, folglich (Uu) x us. Mit 

Rückſicht hierauf ergibt ſich für die Mantelfläche des ab- 

geſtumpften Kegels 

M— 2 (U 35 u) S. 

Zuſatz. Bezeichnet man die Radien der Grund- und 
Gegenfläche mit R und r, fo it Uu ع‎ 2 (Rr) , folglich 
erhält man für die Mantelfläche des abgeſtumpften Kegels 

M= (Rr) sg. 
Bezeichnet ¢ den Radius des der Grundfläche parallelen 
mittleren Schnittes, fo it Rr = 20 (Plan. 5. 43:2), und 
folglich auch die Mantelfläche des abgeſtumpften Kegels 
M 20 · 8. 


III. Die Rugel. 
$. 30. 


Begriff der Kugel. 

Erklärungen. Denkt man ſich einen Halbkreis um ſeinen 
Durchmeſſer als feſte Axe ſo lange gedreht, bis er in ſeine erſte 
Lage zurückgekehrt iſt, ſo entſteht eine Kugelfläche und von 
dieſer begrenzt ein krummflächiger Körper, welcher Kugel ge— 
nannt wird (Fig. 67). 
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Die Kugel iſt alſo ein Körper, welcher ringsum von einer 
gekrümmten Oberfläche begrenzt iſt, deren Punkte alle von einem 
innern Punkte gleich weit entfernt ſind. Die gekrümmte Ober⸗ 
fläche heißt eben Kugelfläche und der innere Punkt, von welchem 
alle Punkte der Kugelfläche gleich weit entfernt ſind, der Mit⸗ 
telpunkt der Kugel. Jede vom Mittelpunkte bis zur Kugel- 
fläche gezogene Gerade wird Radius oder Halbmeſſer, und 
jede durch den Mittelpunkt gezogene und auf beiden Seiten von 
der Kugelfläche begrenzte gerade Linie Diameter oder Durch— 
meſſer genannt. 

Aus den gegebenen Erklärungen erhellt, daß alle Radien 
ſo wie alle Durchmeſſer einer Kugel einander gleich ſind, daß 
ferner die Kugel durch eine durch ihren Mittelpunkt gelegte 
Ebene in einem Kreiſe geſchnitten und in zwei gleiche Theile, 
Halbkugeln, getheilt wird. Aber auch von jeder anderen Ebene 
wird die Kugel, wie ſogleich (8. 31:1) wird gezeigt werden, in 
einem Kreiſe geſchnitten. Jeder Kreis, in welchem die Kugel 
geſchnitten wird, heißt Kugelkreis, und zwar, wenn er durch 
den Mittelpunkt geht, ein größter (Hauptkreis), dagegen ein 
kleiner (Nebenkreis), wenn er nicht durch den Mittelpunkt 
geht. Der auf die Ebene eines Kugelkreiſes ſenkrecht gezogene 
Durchmeſſer (PQ) heißt die Axe des Kugelkreiſes und ihre 
Endpunkte werden die Pole desſelben genannt. 

Eine Ebene, welche mit der Kugelfläche mehr als einen Punkt 
gemeinſam hat, alſo theils innerhalb theils außerhalb der Kugel 
liegt, heißt eine ſchneidende Ebene; eine Ebene dagegen, 
welche mit der Kugelfläche nur einen Punkt gemeinſam hat, alſo 
mit Ausnahme dieſes Punktes ganz außerhalb der Kugel liegt, 
heißt eine Berührungsebene (MN), und der Punkt, welchen 
ſie mit der Kugel gemeinſam hat, der Berührungspunkt. 

Ein Theil der Kugelfläche, welcher von dem Umfange eines 
Kugelkreiſes begrenzt iſt, wird Kugelſchale, und ein Theil 
der Kugel, welcher von einer Kugelſchale und einem Kugelkreiſe 
begrenzt iſt, Kugelabſchnitt, ſo wie ein Theil der Kugel, 
welcher begrenzt iſt von einer Kugelſchale und einem Kegel— 
mantel, der durch den Begrenzungskreis der Kugelſchale geht 
und den Kugelmittelpunkt zur Spitze hat, Kugelkegel genannt. 

Ein Theil der Kugelfläche, welcher begrenzt iſt von den 
Umfängen zweier parallelen Kugelkreiſe, heißt Kugelzone; ein 
Theil der Kugel, welcher von einer Kugelzone und zwei parallelen 
Kugetkreiſen begrenzt iſt. heißt Kugelſchicht. 

Ein Theil der Kugelfläche, welcher von zwei halben Umfän⸗ 
gen größter Kugelkreiſe begrenzt iſt, heißt Kugelzweieck oder 
ſphäriſches Zweieck, und der von den beiden Kugelkreiſen 
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gebildete Flächenwinkel der Winkel des ſphäriſchen Zweiecks; 
ein Theil der Kugel, welcher begrenzt iſt von einem Kugelzweieck 
und den zugehörigen Kugelhalbkreiſen, heißt Kugelausſchnitt. 

Ein Theil der Kugelfläche, welcher begrenzt iſt von 
drei Bogen größter Kugelkreiſe, wird Kugeldreieck oder 
ſphäriſches Dreieck genannt; die Bogen der Kugelkreiſe 
heißen die Seiten und die von den Kugelkreiſen gebildeten 
Flächenwinkel die Winkel des ſphäriſchen Dreiecks. Zwei 
Kugeldreiecke, deren Ecken paarweiſe diametral einander gegen⸗ 
über liegen, heißen Gegendreiecke. Ein Theil der Kugel, 
welcher begrenzt iſt von einem Kugeldreieck und den zu⸗ 
gehörigen Ausſchnitten größter Kugelkreiſe wird (dreiſeitige) 
Kugelpyramide genannt. 

Ein ebenflächiger Körper heißt in die Kugel beſchrieben, 
wenn alle Ecken desſelben in der Kugelfläche liegen; ein 
krummflächiger Körper heißt in die Kugel beſchrieben, wenn 
der Umfang der Grundfläche und der Gegenfläche, beziehungs- 
weiſe die Spitze, in der Kugelfläche liegt. Ein Körper heißt um 
die Kugel beſchrieben, wenn alle Begrenzungsflächen desſelben 
die Kugel berühren. 

Auch bei Kugeln unterſcheidet man, den polariſchen, Potenz⸗ 
und Aehnlichkeits-Beziehungen bei Kreiſen entſprechend, con ju— 
girte Pole, conjugirte Polaren, conjugirte Polar— 
ebenen, Punkt gleicher Potenz, Potenzlinie, Potenz⸗ 
ebene, Aehnlichkeitspunkte, Aehnlichkeitsſtralen. 


§. 31. 
Tehrſätze über die Grundeigenſchaflen der Kugel. 
1. Eine Kugel wird von einer Ebene überall in einem 
Kreiſe geſchnitten (Fig. 68). 
Die Kugel 0 werde durch eine Ebene geſchnitten, 


der Schnitt ACBD iſt ein Kreis. 


Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 11 
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Beweis. Man fälle vom Mittelpunkte 0 auf die 

Ebene des Schnittes die Senkrechte OM und verbinde Dez 

liebig viele Punkte A, C, B, D ſeines Umfanges mit O 

und M, fo it AOMA=ZAOMC=ZAOMB u. ſ. w., 

mithin MA=MC=MB u. ſ. w., folglich die Schnitt⸗ 

fläche AC BD ein Kreis. 

Zuſatz 1. Die Verbindungslinie des Mittelpunktes der 
Kugel mit dem Mittelpunkte eines Kugelkreiſes ſteht ſenkrecht 
auf dem Kugelkreiſe. 

Zuſatz 2. Die in dem Mittelpunkte eines Kugelkreiſes 
errichtete Senkrechte geht durch den Mittelpunkt der Kugel. 


2. Die Pole eines jeden Kugelkreiſes ſind von allen Punkten 
ſeines Umfanges gleich weit entfernt (Fig. 68). 
PQ fei die Axe des Kugelkreiſes M, 
r Ral وفنو‎ 
Beweis. Man verbinde den Mittelpunkt M des Kugel- 
kreiſes ſo wie ſeinen Pol P mit den Punkten A, C, B 
im Umfange des Kugelkreiſes, jo iſt offenbar APMA= 
APMCZAPMB, folglich PA PO PB. 
3. Zwei von dem Mittelpunkte der Kugel gleich weit 
entfernte Kugelkreiſe ſind einander gleich (Fig. 69). 
OM und 0% ſenkrecht auf den Kugelkreiſen M und , 
OM = O, 
1141-2». 


Beweis. Man verbinde den Mittelpunkt der Kugel 
O mit den Punkten A und «& in dem Umfange der beiden 
Kugelkreiſe; da nun nach der Vorausſetzung OM 0, 
jo it AOMA=A0Oue, mithin M A= ua. 


4. Zwei gleiche Kugelkreiſe jind vom Mittelpunkte der 
Kugel gleichweit entfernt (Fig. 69). 
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OM und 0% ſenkrecht auf den Kugelkreiſen M und 3 
MA a, 
OM = Fi 
Beweis. Man verbinde er den Mittelpunkt der 
Kugel O mit den Punkten A und & in dem Umfange 
der beiden Kugelkreiſe. Da nun nach der Voraus- 
ſetzung MA ,عم ع‎ jo it / 0114 ع 0م‎ folglich 
OM=Ou. 


5. Von zwei vom Mittelpunkte der Kugel ungleich weit 
entfernten Kugelkreiſen iſt der dem Mittelpunkte nähere der größere 
(Fig. 70). 

OM und Ou 8 9 Den 8 tugelkreifen M und , 
ON M<O 4, 


Mk >us, |. 


Beweis. Man verbinde den Mittelpunkt der Kugel 0 
mit den Punkten A und & in dem Umfange der beiden 
Kugelkreiſe; da nun in den beiden rechtwinkligen Dreiecken 
OMA und Oa, welche gleiche Hypotenuſe haben, nach 
Vorausſetzung OM > 0 ,م‎ jo iſt (Planim. 5. 36:3) 
MAS ud. 


6. Zwei ungleiche Kugelkreiſe find ungleich weit vom Mite 
telpunkt der Kugel entfernt, und zwar liegt der größere näher 
am Mittelpunkt (Fig. 70). 

OM und 0% ſenkrecht auf den Kugelkreiſen M und , 
MA>u a, 
OM<O 
Beweis. Man verbinde ben Mittelpunkt der Kugel 0 
wieder mit den Punkten A und à in dem Umfange der 
beiden Kugelkreiſe; da nun in den beiden rechtwinkligen 

Dreiecken OMA und Oa, welche gleiche Hypotenuſe 

haben, nach der Vorausſetzung MA رمم‎ jo if 

(Plan. S. 36:3) OM > 0 


* 
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Tehrſätze über die Verührungsebene der Kugel. 


1. Eine im Endpunkte eines Radius zu demſelben ſenk⸗ 
recht gelegte Ebene iſt eine Berührungsebene der Kugel (Fig. 71). 
MN_LOB, 

MN Verührungsebene der Kugel O. 


Fig. 71. 


„ 


Beweis. Man verbinde den Mittelpunkt der Kugel 0 
fo wie den Endpunkt B des Radius OB mit einem belie- 
bigen Punkte C der Ebene MN, alsdann iſt {O 1 0 = R, 
mithin O C> OB, und liegt folglich der Punkt C außer⸗ 
halb der Kugel. Da aber, ebenſo wie C, jeder andere 
Punkt der Ebene MN außerhalb der Kugel liegt, jo it 
N eine Berührungsebene. 


Zuſatz. In jedem Punkte der Kugelfläche gibt es nur 
eine Berührungsebene. 


2. Der Radius zum Berührungspunkt ſteht ſenkrecht auf 
der Berührungsebene der Kugel (Fig. 71). 


B fei der Berührungspunkt der Ebene MN, 


OB_MN. 


Beweis. Stände der Radius zum Berührungspunkt, 
O B, nicht ſenkrecht auf der Ebene MN, jo könnte man 
von O eine andere Gerade OC auf MN ſenkrecht fällen; 
alsdann wäre aber, wenn man BC zieht, O C B = R, 
alſo OC OB, und es läge mithin der Punkt C der 
Berührungsebene innerhalb der Kugel, was unmöglich iſt. 


Zu ſatz. Die vom Mittelpunkt-der Kugel auf die Berüh- 
rungsebene gefällte Senkrechte trifft den Berührungspunkt, 
ſo wie die im Berührungspunkt auf die Berührungsebene 
errichtete Senkrechte den Mittelpunkt der Kugel. 
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§. 33. 


Tehrſätze über die Oberfläche und den Inhalt der Kugel 
und ihrer Theile. 


1. Die Oberfläche der Kugel iſt gleich dem vierfachen 
Inhalte des größten Kugelkreiſes (Fig. 72). 


r 
OF 


Beweis. Man deuke ſich in einen Kreis ein reguläres 
Vieleck von gerader Seitenanzahl A BCD EF... beſchrie⸗ 
ben und dieſes zugleich mit dem Kreiſe um den Durch— 
meſſer A F gedreht, jo wird der Kreis eine Kugel und das 
Vieleck einen aus abgeſtumpften und zwei vollſtändigen 
Kegeln beſtehenden kreiskantigen Körper beſchreiben. Sind 
nun AB und BC die Seitenlinien eines der vollſtändigen 
und der abgeſtumpften Kegel, find ferner JK und LN die 
Radien ihrer mittleren Schnitte, ſo ſind die Mantelflächen 
M und M' des vollſtändigen und des abgeſtumpften Kegels 
(S. 29:4, Zuſ. und 6, Zuſ.) 

M=2n-JK-AB und M= 2 LN. BC. 
Zieht man nun in dem Vielecke die kleineren Radien OJ 
und OL und die Senkrechte BP, jo it AAGB-AJKO 
und ABPCNALNO, mithin 
AB:AG=0J:JK und BC:BP=OL:LN, 


folglich iſt 
JK-AB=0J-AG, 
LN-BC=(OL-BPJ—OL-GH. 
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Dies beachtet und OJ=OL=o geſetzt, find die Aus⸗ 
drücke für die beiden Mantelflächen 

M=20n AG und M' 29 · GU. 
So iſt nun jede der einzelnen Mantelflächen gleich dem 
Producte aus dem Umfange des dem Vielecke einbeſchrie— 
benen Kreiſes und der Höhe des entſprechenden Kegels, mithin 
die Summe derſelben oder die ganze kreiskantige Oberfläche 


WS 2e - AF. 


Läßt man nun die Anzahl der Seiten des einbeſchriebenen 
Vielecks beſtändig zunehmen, die Größe der Seiten alſo 
beſtändig abnehmen, jo wird der durch Umdrehung gebil⸗ 
dete kreiskantige Körper ſich der Kugel als ſeiner Grenze 
unaufhörlich nähern. Für dieſe gilt aber dieſelbe Relation, 
und da ¢ alsdann in den Kugelradius r übergeht und A F 
dem Durchmeſſer 2r gleich iſt, jo erhält man für die 
Oberfläche der Kugel O—=2rr-2r oder 


0 = 4 227 


Zuſatz 1. Die Oberfläche der Kugel iſt gleich dem Pro⸗ 
ducte aus dem Umfange eines größten Kugelkreiſes und ihrem 
Durchmeſſer; denn es iſt 


ER RN 


Zufa 2. Die Oberfläche einer Kugelſchale, jo wie 
einer Kugelzone iſt gleich dem Producte aus dem Umfange 
eines größten Kugelkreiſes und ihrer Höhe. Sind die Höhen 
beider gleich h, ſo iſt, wenn man die Kugelſchale mit S und 
die Kugelzone mit Z bezeichnet, 

S=2ırh und 3 = 2 run h. 

Zuſatz 3. Die Oberfläche der Kugel, der Kugelſchale, 
der Kugelzone iſt daher auch gleich dem Mantel eines geraden 
Cylinders, welcher einen größten Kugelkreis zur Grundfläche 


und die Höhe der Kugel, der Kugelſchale, der Kugelzone zur 
Höhe hat. 


2. Der Inhalt der Kugel iſt gleich dem dritten Theile des 
Productes aus der Oberfläche und dem Radius der Kugel 
(Fig. 73). 

Sei K der Inhalt, r der Radius der Kugel, 
T 1 KS Pe j 
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Beweis. Man denke ſich in die Kugel auf die Art, 
wie die Figur andeutet, ein Polyeder beſchrieben, deſſen 
Oberfläche F fei, und nehme die Seitenflächen desſelben 
ABS, BCyß, u. Î. w. als Grundflächen von Pyramiden 
an, deren gemeinſame Spitze der Mittelpunkt der Kugel iſt. 
Iſt nun 0 die Höhe aller dieſer Pyramiden, fo iſt der 
Inhalt des Polyeders offenbar 30 F. Läßt man nun 
aber die Anzahl der Seiten des einbeſchriebenen Polyeders 
beſtändig zunehmen, ſo wird der Inhalt desſelben dem 
Inhalte K der Kugel als ſeiner Grenze ſich unaufhörlich 
nähern. Für dieſe gilt aber dieſelbe Relation, und da 
beim Uebergang zur Grenze die für alle Pyramiden gleiche 
Höhe dem Kugelradius r gleich wird und die Oberfläche 
des Polyeders in die Oberfläche der Kugel übergeht, dieſe 
aber 412%; iſt, ſo erhält man für den Inhalt der Kugel 

K 4 25. 


Zuſatz 1. Der Inhalt der Kugel iſt gleich dem Inhalte 
einer Pyramide, welche die Oberfläche der Kugel zur Grund- 
fläche und ihren Radius zur Höhe hat; denn es iſt auch 

K=}4r-4r?n. 

Zuſatz 2. Der Inhalt eines Kugelkegels, wenn h die 
Höhe der begrenzenden Kugelſchale bezeichnet, iſt (L. 1, Zuſ. 2) 
X Zr h. 

Zuſatz 3. Kegel, Kugel, Cylinder von gleichem Grund⸗ 
kreiſe und gleicher Höhe verhalten ſich wie 1:2: 3 
(Archimedes, 212 vor Chr.): 

L 


3. Der Inhalt eines Kugelabſchnitts, wenn h die Höhe der 
begrenzenden Kugelſchale under den Radius der Kugel bezeichnet, iſt 


FOE DER 
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Beweis. Der Inhalt des Kugelabſchnittes (Fig. 74) 
wird offenbar erhalten, wenn man den zu demſelben gehö- 
renden Kugelkegel um den Kegel, welcher den Kreisſchnitt 
des Kugelabſchnittes zur Grundfläche und den Mittelpunkt 
der Kugel zur Spitze hat, entweder vermindert oder ver⸗ 
mehrt, je nachdem r > oder Th iſt. Da nun aber A2 = 
CD-DE=h(2r—h) und die Höhe des Kegels (r h), 
je nachdem r> oder Th ift, jo iſt der Inhalt dieſes 
Kegels ع‎ + $h (2r— h) (rh) a, und da der Inhalt 
des Kugelkegels = 3 reh, fo iſt der Inhalt des Kugel⸗ 
abſchnittes in jedem der beiden Fälle 


J=3r!ah—}h(2r—h)(r—h)n. 
Durch Vereinfachung dieſes Ausdrucks ergibt ſich aber ſofort 
J=4(3r—h)h?n. 


4. Der Inhalt einer Kugelſchicht, wenn h die Höhe der⸗ 


ſelben, a den Abſtand ihrer größeren Grundfläche vom Mittel- 
punkt under den Radius der Kugel bezeichnet, iſt 


T= (re — as — ah — fh) hx. 
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Beweis. Der Inhalt der Kugelſchicht (Fig. 75) er⸗ 
gibt ſich offenbar als Differenz der beiden Kugelabſchnitte, 
von welchen der größere die Höhe PM = (r - a), der 
kleinere die Höhe Pr = (r—a—h) hat. Nun iſt aber (L. 3) 
der Inhalt des größeren Abſchnittes = 4 (2r Ha) (r -a)en, 
der des kleineren Abſchnittes 4(2r+a+h)(r—a—h)?r; 
folglich iſt der Inhalt der Kugelſchicht 

3 (r a)(r—a)?—(2r+a-+h) (r—a—h)?) , 
aus welchem Ausdrucke ſich durch Vereinfachung ſofort ergibt 

3 = (?—a—ah— fh) ha. 

Zuſatz. Bezeichnet man den Radius der größeren Grund- 
fläche der Kugelſchicht mit ررم‎ den Radius der kleineren Grund— 
fläche mit روم‎ To tft offenbar 

01 2 2 8ج‎ a2, 
02 = ۲° — (a + h)? re - a2 —2ah—h?, 
mithin 012 ＋ e = 212 — 2 a2 — 2ah—h?, 
2 52 2 
alſo 12 — a2 — ah 9 b 


Mit Rückſicht hierauf erhält man für den Inhalt der Kugel⸗ 
ſchicht den einfachen Ausdruck: 
S = fe e2? + hh. 


5. 34. 


Fchrfäße über das Kugelzweieck und Kugeldreieck, über den 
Kugelausſchnitt und die Kugelpyramide. 

1. Zwei Kugelzweiecke einer Kugel, welche von gleich 
gegen einander geneigten Kugelkreiſen gebildet werden, ſind an 
Flächeninhalt gleich (Fig 76). 

Die Neigungswinkel & und 5 ſeien einander gleich, 

3 ACFB=ADGB 
A 


Fig. 76. C D 
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Beweis. Da nach Vorausſetzung die Neigungswinkel 
« und 3 einander gleich find, jo läßt ſich durch Drehung 
um den Durchmeſſer AB das Kugelzweieck ADGB jo 
auf das Kugelzweieck KC FB legen, daß der Bogen AGB 
auf den Bogen ACB und der Bogen ADB auf den Bogen 
AFB fällt. Beide Kugelzweiecke decken ſich alſo und ſind 
folglich einander gleich. 
2. Zwei Kugeldreiecke einer Kugel, welche Gegendreiecke ſind, 
an Flächeninhalt gleich (Fig. 77). 

AABC Gegendreieck von H x, 
AABC = AefByr. 


Beweis. Man denke ſich die Eden A, B, C, ſo wie 
die Ecken e, 8, y durch Sehnen mit einander verbunden, 
ſo find die ebenen Dreiecke ABC und g offenbar wegen 
Gleichheit der drei Seiten einander congruent und zugleich 
parallel, und daher auch die durch A, B, C und c, 8, 7 
gedachten kleinern Kugelkreiſe einander gleich und zugleich 
parallel. Seien nun P und p die Pole dieſer Kreiſe, 
und dieſe Pole mit den Ecken der Dreiecke durch Bogen 
größter Kugelkreiſe verbunden, ſo ſind dieſe Bogen alle 
einander gleich (§. 31: 2), alſo PA=PB=PCl=ge= 
.ري عدوم‎ Als gleichſchenkelige Dreiecke laſſen ſich nun die 


Dreiecke AP B und apf, APC und apy, BPC und f py 


zur Deckung bringen, da die von den gleichen Scheitel- 
ſeiten eingeſchloſſenen Winkel bezüglich gleich ſind, und dieſe 
Dreiecke ſind daher paarweiſe einander gleich. Als Summe 
gleicher Dreiecke iſt dann aber auch ABO H. 
Zuſatz. Zwei dreiſeitige Kugelpyramiden, deren Grund- 


flächen Gegendreiecke ſind, ſind an Inhalt gleich. 


3. Der Flächeninhalt eines Kugelzweiecks, welches einem 


Winkel von & Grad entſpricht, auf einer Kugel vom Radius r ift 
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Sig. 78. C D 


B 


Beweis. Offenbar verhält fih (Fig. 78) die Ober⸗ 
fläche des Zweiecks zur Oberfläche der ganzen Kugel, wie 
قن‎ zu 3600, alſo 

Q:4 12 » 360, 
Lata 

90 

4. Der körperliche Inhalt eines Kugelausſchnittes, welcher 


einem Winkel von «Grad entſpricht, bei einer Kugel vom 
Radius r iſt 


woraus folgt ك0‎ 


Beweis. Offenbar verhält ſich (Fig. 78) der Inhalt 
des Kugelausſchnittes zum Inhalte der ganzen Kugel, wie 
« zu 3600, alſo 

K: 3 ro = d: 360, 
1:37 ٠ 


woraus folgt K* 270 


5. Der Flächeninhalt eines Kugeldreiecks, welches die 
Winkel a, 8, y enthält, auf einer Kugel vom Radius r iſt 


Ao 


180 
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Beweis. Man denke ſich (Fig. 79) das Kugeldreieck zu 
jedem der drei Kugelzweiecke BACB’, CAB C, ABCA’ 
ergänzt; alsdann übertrifft die Summe dieſer drei Kugel⸗ 
zweiecke, da man (L. 2) ſtatt A ABC’ das dieſem gleiche 
Gegendreieck AA’B’C ſubſtituiren kann, offenbar die Ober⸗ 
fläche der Halbkugel um das Zweifache von ABC. 
Demnach iſt (L. 3) 


e+P+r, rt 212 
» 1 617 يرو‎ 2 ABC 2r, 


يرو اقل تكد وريم folgt‏ 


6. Der körperliche Inhalt einer dreifeitigen Kugelpyramide, 
deren Grundfläche die Winkel e, 8, y enthält, bei einer Kugel 
vom Radius r iſt . 

a., 
41800 - 540 1 
Beweis. Man denke ſich (Fig. 79) die Kugelpyramide 

zu jedem der drei Kugelausſchnitte B (A C) B,, C(A 3) C/ 

A (BO) A“ ergänzt, alsdann übertrifft die Summe dieſer 

drei Kugelausſchnitte, da man (L. 2, Zuſ.) ſtatt der Kugel⸗ 

pyramide AB C0 die ihr gleiche Kugelpyramide A B' CO 
ſetzen kann, den Inhalt der Halbkugel um das Zweifache 

der Kugelpyramide. Demnach iſt (L. 4) 


L. 


. — 478 
270 2 AB OO = rsa, 
folglich ac م‎ n 


8. 35. 
Aebungs- Aufgaben über die krummflädigen Körper. 
1. Der Cylinder. 
a) Geometriſche Oerter. 


13. Der g. O. des Punktes, welcher von einer feſtliegenden 
Geraden einen gegebenen Abſtand hat, iſt eine Cylinderfläche. 

14. Der g. O. einer Geraden, welche einer feſtliegenden 
Geraden parallel iſt und von derſelben einen gegebenen Abſtand 
hat, iſt eine Cylinderfläche. 
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15. Der g. O. des Punktes, deſſen Abſtände von zwei 
feſtliegenden parallelen Geraden in einem gegebenen Verhältniſſe 
ſtehen, iſt eine Cylinderfläche. 

16. Der g. O. für die Durchſchnittslinie zweier an 
einen feſtliegenden geraden Cylinder gelegten Berührungsebenen, 
welche ſich unter einem gegebenen Winkel « ſchneiden, iſt eine 
Cylinderfläche. 


b) Conſtructionen. 


119. Ein feſtliegender Cylinder und auf der Cylinderfläche 
ein feſtliegender Punkt P find gegeben; durch P an den Cylinder 
eine Berührungsebene zu legen. 

120. Ein feſtliegender Cylinder und außerhalb der Cylinder⸗ 
fläche ein feſtliegender Punkt P find gegeben; durch P an den 
Cylinder eine Berührungsebene zu legen. 

121. Ein feſtliegender gerader Cylinder und eine feſtlie gende 
Gerade L find gegeben; an den Cylinder eine Berührungs⸗ 
ebene zu legen, welche mit L parallel iſt. 

122. Ein feſtliegender gerader Cylinder und eine Be— 
rührungsebene desſelben ſind gegeben; an denſelben eine zweite 
Berührungsebene zu legen, welche die erſtere unter einem Qe 
gebenen Winkel «c ſchneidet. 


c) Berechnungen. 

123. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines Cylinders, 
wenn die Höhe jo wie der Durchmeſſer der Grundfläche des- 
ſelben gleich d it? 

Antw. K = dx. 

124. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines Cylinders, 
wenn die Höhe desſelben gleich h und der Umfang der Grund— 
fläche gleich u iſt? 


Anm. K — WR. 

125. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Cylinders, wenn die Mantelfläche desſelben gleich m und die 
Grundfläche gleich g it? 


Antw. K = Am Vs. 
N 
126. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 


Cylinders, wenn die Mantelfläche desſelben gleich m und die 
Geſammtoberfläche gleich k iſt? 
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. 5 f—m 
Antw. K Im a 

127. Wie groß ift der körperliche Inhalt eines geraden 
Cylinders, wenn der Axenſchnitt desſelben ein Quadrat, deſſen 
Inhalt gleich a iſt? 


Antw. K = an Va. 


128. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Cylinders, wenn der Arenſchnitt desſelben gleich a und die 
Grundfläche gleich g it? 

Antw. K = Haven. 

129. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines abge⸗ 
ſchrägten geraden Cylinders, wenn die kleinſte Seitenlinie des⸗ 
ſelben gleich s, die größte Seitenlinie gleich 8, und der Durch⸗ 
meſſer der Grundfläche gleich d iſt? 

Antw. K = (S -S) de. 

130. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines abge⸗ 
ſchrägten geraden Cylinders, wenn die kleinſte Seitenlinie des⸗ 
ſelben gleich s, die größte Seitenlinie gleich 8, und der Umfang 
der Grundfläche gleich u iſt? 


1 
0 FF S) ue. 
Antw. K 875 (Sg s)u 


131. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Cylinderhufes, wenn die Seitenhöhe ſo wie der Durchmeſſer 
der Grundfläche desſelben gleich d iſt? 

Antw. K = + da. 

132. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Cylinderhufes, wenn der Umfang der Grundfläche desſelben 
gleich u und die Seitenhöhe gleich h iſt? 
wh, 

87 
133. Wie groß iſt die Oberfläche eines geraden Cylinders, 


wenn die Höhe desſelben gleich h und der Umfang der Grund: 
fläche gleich u iſt? 


Antw. K= 


Antw. O Su (25 + h). 
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134. Wie groß iſt die Oberfläche eines geraden Cylinders, 
wenn die Höhe * gleich h und der Inhalt gleich K iſt? 


Antw. 2206 & AKH). 


135. Wie groß iſt die Mantelfläche eines geraden Cylin⸗ 
ders, wenn der Arenjchnitt desſelben ein Quadrat von dem 
Umfange p tft? 

Antw. M = عار‎ 02. 

136. Wie groß ift die Mantelfläche eines geraden Cylin⸗ 
ders, wenn der Inhalt desſelben gleich K und der Axenſchnitt 
ein Quadrat iſt? 


3 — — 
Antw. M = 2% 2 Kr. 


137. Wie groß iſt die Grundfläche eines geraden Gylin- 
ders, wenn der Inhalt desſelben gleich K und die Höhe dem 
Radius der Grundfläche gleich iſt? 


3 35 
Antw. G = VK. 


138. Wie groß iſt die Grundfläche eines geraden Cylin— 
ders, wenn der Inhalt desſelben gleich K und der Anxenſchnitt 
ein Quadrat iſt? 


3 
Ken 
Antw. G a. 4 * 


139. Wie groß iſt die Höhe eines Cylinders, wenn der 
Inhalt desſelben gleich K und der Durchmeſſer der Grundfläche 
gleich d iſt? 


5 140. Wie groß iſt die Höhe eines Cylinders, wenn der 
Inhalt desſelben gleich K und die Höhe dem Umfange der 
Grundfläche gleich iſt? 

Ben 
Antw. H=VAK n. 


141. Wie groß iſt die Dicke eines geraden Cylinders, 
wenn der Inhalt desſelben gleich K und die Höhe gleich h iſt? 


Antw. D= E 
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142. Wie groß iſt die Dicke eines geraden Cylinders, 
wenn der Inhalt desſelben gleich K und die Höhe dem halben 
Umfange der Grundfläche gleich iſt? 

Antw. D = AR: 
1 — 
2. Der Kegel. 
a) Geometriſche Oerter. 

17. Der g. O. einer Geraden, welche durch einen feſt⸗ 
liegenden Punkt geht und von einem zweiten feſtliegenden 
Punkt einen gegebenen Abſtand hat, iſt eine Kegelfläche. 

18. Der g. O. einer Geraden, welche von zwei feſtliegenden 
Punkten gegebene Abſtände hat, beſteht aus zwei Kegelflächen. 

19. Der g. O. einer Geraden, welche durch einen feſt⸗ 
liegenden Punkt geht und eine feſtliegende Ebene unter einem 
gegebenen Winkel 4 ſchneidet, iſt eine Kegelfläche. 

20. Der g. O. für die Durchſchnittslinie zweier an einen 
feſtliegenden geraden Kegel gelegten Berührungsebenen, welche fi 
unter einem gegebenen Winkel & ſchneiden, iſt eine Kegelfläche. 

b) Eonftructionen. 

143. Ein feſtliegender Kegel und auf der Kegelfläche ein 
feſtliegender Punkt P find gegeben; durch P an denſelben eine 
Berührungsebene zu legen. 

144. Ein feſtliegender Kegel und außerhalb der Kegel— 
fläche ein feſtliegender Punkt P find gegeben, durch P an den- 
ſelben eine Berührungsebene zu legen. 

145. Ein feſtliegender gerader Kegel und eine feſtliegende 
Gerade L find gegeben; an den Kegel eine Berührungsebene 
zu legen, welche mit L parallel iſt. 

146. Ein feſtliegender gerader Kegel und eine Berührungs⸗ 
ebene desſelben find gegeben; an denſelben eine zweite Bez 
rührungsebene zu legen, welche die erſtere unter'einem gegebenen 
Winkel a“ ſchneidet. 

e) Berechnungen. 

147. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Kegels, wenn der Arxenſchnitt desſelben ein gleichſeitiges Dreieck, 
deſſen Flächeninhalt gleich a iſt? 

Antw. K = {ar 27 as. 
148. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 


Kegels, wenn der Axenſchnitt desſelben ein gleichſeitiges Dreieck 
und die Grundfläche gleich g it? 
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Antw. K = 85 


149. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Kegels, wenn der Axenſchnitt desſelben gleich a und die Seiten- 
linie gleich s iſt? 


Antw. K = V Fa VS Za). 


150. Wie groß iff der körperliche Inhalt eines geraden 
Kegels, wenn die Grundfläche desſelben gleich g und die Mantel- 
fläche gleich m iſt? 


Antw. K ح‎ ۷ g(m +8) (n — g). 
TT 


151. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Kegels, wenn die Mantelfläche desſelben gleich m und die 
Seitenlinie gleich s iſt? 

me — — 
Antw. K = 3 85 712 VSI a? — m?. 

152. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines geraden 
Kegels, wenn die Höhe desſelben gleich h und der Centriwinkel 
des ausgebreiteten Kegelmantels gleich & iſt? 

1 
3 (360 + «) (360 — «) 

153. Wie groß iſt die Oberfläche eines geraden Kegels, 
wenn die Höhe desſelben gleich h und der Radius der Grund⸗ 
fläche gleich r iſt? 

Antw. O rar he + r). 


154. Wie groß iſt die Oberfläche eines geraden Kegels, 
wenn der Inhalt desſelben gleich K und die Höhe gleich h iſt? 


3K V3K (hr + 318 
2 h u 


Antw. K= 


Antw. O0 


155. Wie groß iſt die Mantelfläche eines geraden Kegels, 
wenn der Inhalt desſelben gleich K und der Radius der Grund⸗ 
fläche gleich r iſt? 


Vrê r? + 9K? 
1 


Antw. M= 


Boyman Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 12 
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156. Wie groß iſt die Mantelfläche eines geraden Kegels, 
wenn der Axenſchnitt desſelben ein rechtwinkliges Dreieck und 
der Umfang der Grundfläche gleich u iſt? 


2 2 
Antw. M= V2. 
47 


157. Wie groß iſt die Höhe eines geraden Kegels, wenn 
der Inhalt desſelben gleich K und der Arenichnitt ein gleich- 
ſeitiges Dreieck iſt? 


ااا رر 
ع Antw.‏ 
7 


158. Wie groß ift die Höhe eines geraden Kegels, wenn 
die Mantelfläche desſelben gleich m und der Axenſchnitt ein 
rechtwinkliges Dreieck iſt? 


m 2 
2 2 
159. Wie groß iſt die Schnittfläche eines geraden Kegels, 
welche in dem Abſtande a von der Spitze mit der Grundfläche 
parallel gelegt iſt, wenn die Höhe des Kegels gleich h und die 
Seitenlinie gleich s iſt? 
32 — 21a? 
A 8 mer 
160. Wie groß ift die Schnittfläche eines geraden Kegels, 
welche in dem Abſtande a von der Spitze mit der Grundfläche 
parallel gelegt iſt, wenn die Höhe des Kegels gleich h und die 
Mantelfläche gleich m iſt? 
2 —̃̃ — 
Antw. 8 = 255 (hinz Ame — he n). 
161. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines abgeſtumpf⸗ 
ten geraden Kegels, wenn die Seitenlinie desſelben gleich s und 
die Durchmeſſer der beiden Gegenflächen gleich D und d find? 


Antw. K 34 (De ＋ DA + de) 4s (D— d). 

162. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines abgeſtumpf⸗ 
ten geraden Kegels, wenn die Mantelfläche desſelben gleich m, 
die Seitenlinie gleich s und die Summe der Gegenflächen 
gleich N it? 
(Na A. me) Sari 28 N ＋ me 
3 6 83 r? 


Antw. H - 


Antw. K 
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163. Wie groß iſt die Mantelfläche eines abgeſtumpften 
geraden Kegels, wenn die Höhe desſelben gleich h und die 
Durchmeſſer der beiden Gegenflächen gleich D und d find? 


Antw. M =}r(D +A) VAhe＋ (D -d) 2. 


164. Wie groß iſt die Mantelfläche eines abgeſtumpften 
geraden Kegels, wenn der Inhalt desſelben gleich K, die Höhe 
gleich h, und das Verhältniß der Radien der unteren und oberen 
Gegenfläche p zu g iſt? 


Antw. u PFO V3 K(hr(p* كو دومع‎ 310-02 


(b PACA 
165. Wie groß ſind die beiden Gegenflächen eines abge⸗ 
ſtumpften geraden Kegels, wenn das Verhältniß der unteren 
und oberen Gegenfläche p zu q iſt, und wenn ferner der Inhalt 
des abgeſtumpften Kegels gleich K und die Höhe gleich h iſt? 


0 ب د‎ e 3Kq 


— und g aR 
h(p+vpa+9) h(p+ v’pa-+4) 

166. Wie groß iſt die Schnittfläche eines abgeſtumpften 
geraden Kegels, wenn dieſelbe parallel der Grundfläche iſt und 
den abgeſtumpften Kegel in einen oberen und unteren Theil 
nach dem Verhältniß p zu g theilt, und wenn ferner die Radien 
der beiden Gegenflächen R und er find? 


E SEO DEEN 


SEPE 
Antw. S— 27 Da ) 


3. Die Kugel. 
a) Geometriſche Oerter. 


21-25, Der g. O. des Mittelpunktes einer Kugelfläche, 
welche 

21. durch zwei feſtliegende Punkte P und P' geht, iſt 
eine Ebene. 

. 22. zwei feſtliegende parallele Ebenen E und E' berührt, 

iſt eine Ebene. 

23. zwei feſtliegende ſich ſchneidende Ebenen E und E' bes 
rührt, beſteht aus zwei Ebenen. 

24. durch drei feſtliegende Punkte P, P', P“ geht, iſt 
eine Gerade. 

12 * 


- 
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25. drei feſtliegende ſich ſchneidende Ebenen E, E, E' 
berührt, beſteht aus vier Geraden. 

26—27. Der g. O. des Punktes, deſſen Entfernungen 

26. von zwei feſtliegenden Punkten P, P' in einem ge⸗ 
gebenen Verhältniſſe m:n ſtehen, iſt eine Kugelfläche. 

27. von drei feſtliegenden Punkten P, P' P“ in einem 
gegebenen Verhältniſſe men: r ſtehen, it ein Kreis. 

28—29. Der g. O. des Punktes, in welchem 

28. zwei feſtliegende Kugelflächen unter gleichen Winkeln 
erſcheinen, iſt eine Kugelfläche. 

29. drei feſtliegende Kugelflächen unter gleichen Winkeln 
erſcheinen, iſt ein Kreis. 

30—31. Der g. O. des Punktes, welcher einem feſt⸗ 
liegenden Punkt P harmonisch zugeordnet iſt in Bezug auf 
die Punktpaare, in welchen 

30. eine durch P gehende Gerade zwei feſtliegende Ebenen 
E und E“ ſchneidet, iſt eine Ebne. 

31. eine durch P gehende Gerade eine feſtliegende Kugel- 
fläche 0 ſchneidet, iſt eine Ebene. 

32—33. Der g. O. des Punktes, welcher in Bezug auf 
eine feſtliegende Kugelfläche O als Pol zugeordnet iſt 

32. allen Geraden, welche durch einen feſtliegenden Punkt P 
gehen, iſt eine Ebene. 

33. allen Ebenen, welche durch einen feſtliegenden Punkt 
P gehen, iſt eine Ebene. 

34— 38. Der g. O. des Mittelpunktes einer Kugelfläche, 
welche 

34. durch einen feſtliegenden Punkt P geht und eine feit- 
liegende Kugelfläche O rechtwinklig ſchneidet, der g. O. des 
Punktes gleicher Potenz für P und O, iſt eine Ebene. 

35. zwei feſtliegende Kugelflächen O und O' rechtwinklig 
ſchneidet, der g. O. des Punktes gleicher Potenz für O 
und O“, ifl eine Ebene. 

36. durch zwei feſtliegende Punkte P und P' geht und 
eine feſtliegende Kugelfläche O rechtwinklig ſchneidet, der g. O. 
des Punktes gleicher Potenz für P und P' und O, iſt 
eine Gerade. 

37. durch einen feſtliegenden Punkt P geht und zwei 
feſtliegende Kugelflächen O und O' rechtwinklig ſchneidet, der 
g. O. des Punktes gleicher Potenz für P und O und O!, 
iſt eine Gerade. 

38. drei feſtliegende Kugelflächen O, O’, O" rechtwinklig 
ſchneidet, der g. O. des Punktes gleicher Potenz für 
O und O“ und O”, ijt eine Gerade. 
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39-40. Der g. O. des Punktes, welcher jede von einem 
feſtliegenden Punkte P an eine feſtliegende Kugelfläche O gez 
zogene Gerade PA inneklich oder äußerlich fo theilt, daß 
conſtant 

39. PA: PX p: q, iſt eine Kugelfläche. 

40. PX: XA مع‎ : 0, iſt eine Kugelfläche. 


b) Conſtructionen. 


167-170. An eine feſtliegende Kugelfläche eine Berüh⸗ 
rungsebene zu legen, welche 

167. durch einen auf der Kugelfläche feſtliegenden Punkt 
P geht. 

168. durch eine außerhalb der Kugelfläche feſtliegende 
Gerade L geht. 

169. zwei feſtliegende windſchiefe Geraden L und L' unter 
einem gegebenen Winkel @ ſchneidet. 

170. drei feſtliegende windſchieſe Geraden L, L', L“ unter 
gleichen Winkeln ſchneidet. 

171-1792. Eine Kugelfläche O und ein Punkt P find 
feſtliegend gegeben; zu P in Bezug auf O zu beſtimmen 

171. den zugeordneten Pol. 

172. die zugeordnete Polarebene. 

13-174. Eine Kugelfläche O und eine Ebene E find 
feſtliegend gegeben; zu E in Bezug auf O zu beſtimmen 

173. den zugeordneten Pol. 

174. die zugeordnete Polarebene. 

175. Zwei Kugelflächen O und 0“, die eine außerhalb 
der andern, find feſtliegend gegeben; die Potenzebene Der 
ſelben zu beſtimmen. 

176. Zwei Kugelflächen O und O’, die eine innerhalb 
der andern, ſind feſtliegend gegeben; die Potenzebene Ders 
ſelben zu beſtimmen. 

177. Drei Kugelflächen ſind feſtliegend gegeben; eine 
Gerade zu beſtimmen, für welche die von je einem Punkte Ders 
ſelben an die drei Kugelflächen gelegten Tangenten einander 
gleich ſind. 

178. Vier Kugelflächen ſind feſtliegend gegeben; einen 
Punkt zu beſtimmen, für welchen die von demſelben an die vier 
Kugelflächen gelegten Tangenten einander gleich ſind. 


c) Berechnungen. 


179. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, 
wenn ihre Oberfläche gleich O iſt? 
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Antw. K= +0 . 3 


180. Wie groß ift der körperliche Inhalt einer Kugel, in 
welche ein ſenkrechter Cylinder einbeſchrieben werden kann, 
deſſen Höhe gleich h und deſſen Dicke gleich d iſt? 

Antw. K tn vV(h?+ d2)®. 
181. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, wenn 


der Flächeninhalt eines Kugelkreiſes in der Entfernung a vom 
Mittelpunkte gleich g it? 


( 127713 
Antw. K = * er 


182. Wie groß ift der körperliche Inhalt einer Kugel, wenn 
der Flächeninhalt eines Kugelkreiſes in der Entfernung b vom 
Pole der mite Theil eines größten Kugelkreiſes iſt? 

Antw. K ع‎ 4 05 (m Vm m)". 

183. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, welche 
von drei gleichen und ſich gegenſeitig berührenden Kugeln, jede 
vom Inhalt », von Innen berührt wird, deren Mittelpunkte in 
der Ebene eines größten Kugelkreiſes liegen? 

Antw. K (45 ل‎ 26 3). 

184. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, welche 
von vier gleichen und ſich gegenſeitig berührenden Kugeln, jede 
vom Inhalt », von Innen berührt wird, deren Mittelpunkte in 
der Ebene eines größten Kugelkreiſes liegen? 


Antw. K=v(7+5V2). 

185. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn der 

körperliche Inhalt derſelben gleich K iſt? 
3 
Antw. O = N36 Kr. 

186. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn die⸗ 
ſelbe zwei Kugeln an Inhalt gleich iſt, deren Radien gleich R 
und er find? 

5 — — ال‎ 
Antw. 0 = 4 V (RS + r3) 2 


187. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn dieſelbe 
an Inhalten mal größer iſt, als eine Kugel vom Inhalte K? 


3 — 
Antw. O = vV 36 rr n? K2. 
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188. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn die⸗ 
ſelbe die Grundfläche und die Mantelfläche eines gleichſeitigen 
Kegels berührt, deſſen Inhalt gleich K iſt? 


3 — 
Antw. O = 4 V3 Ka. 

189. Wie groß ift der Inhalt eines Kugelſegmentes, wenn 
die Höhe desſelben gleich h und der Durchmeſſer der begren- 
zenden Kreisfläche gleich d iſt? 

Antw. K = جاجد‎ h (3 de ＋ 4 h). 

190. Wie groß iſt der Inhalt eines Kugelſegmentes, wenn 
der Durchmeſſer der Kugel gleich D und der Durchmeſſer der 
begrenzenden Kreisfläche gleich d it? 

Antw. K = „5 r [2 2 — (2 De ＋ de) — dz]. 

191. Wie groß iſt der Inhalt einer Kugelſchicht, welche 
begrenzt iſt von einem größten Kugelkreiſe und einem 3 mal 
(p mal) kleineren Kugelkreiſe, wenn die Höhe der Kugelſchicht 


gleich h iſt? 
9 (2p ＋ 1) he 
SSL RRS 2-2 
Antw. 3= hs ; Ta — 1) 

192. Wie groß iſt der Inhalt einer Kugelſchicht, welche 
begrenzt iſt von einem größten Kugelkreiſe und einem 5 mal 
(q mal) kleineren Kugelkreiſe, wenn der Radius der Kugel 
gleich r iſt? den 

> 3 ER 
Antw. Vj ESA dl, 
39 a2 

193. Wie groß iſt der Inhalt einer Kugelſchicht, wenn 
die Höhe derſelben gleich h, der Radius der Kugel gleich r, und 
der Radius des kleineren Begrenzungskreiſes gleich o iſt? 
Antw. X = (o — he h VT — ) h. 

194. Wie groß iſt der Inhalt einer Kugelſchicht, wenn 
die Radien des größeren und des kleineren Begrenzungskreiſes 
gleich رم‎ und روم‎ und der Radius der Kugel gleicher iſt? 
Ant. 3= {r (r + bie Een T= LN X 

Vs Vr 15). 

195. Wie groß iſt der Inhalt eines Kugelkegels, wenn ein 
Axenſchnitt die Grundfläche desſelben in einem Kreisquadranten 
ſchneidet und der Radius der Kugel gleich r iſt? 


Antw. K = 3 (2 —W2) rsa. 
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196. Wie groß iſt der Inhalt eines Kugelkegels, wenn 
ein Axenſchnitt die Grundfläche desſelben in einem Sextanten 
ſchneidet und die Höhe des zugehörigen Segmentes gleich h iſt? 


Antw. K = (7 ل‎ 4V3) han. 

197. Wie groß iſt eine Kugelſchale, wenn die Höhe der⸗ 
ſelben gleich h und der Radius des Begrenzungskreiſes gleich a ift? 
Antw. S=(a?+h?) >. 

198. Wie groß iſt eine Kugelzone, deren Begrenzungskreiſe 


ein größter Kugelkreis und ein p mal kleinerer Kugelkreis ſind, 
wenn der Radius der Kugel gleicher iſt? 


Antw. 3 = 2122 - 


199. Wie groß iſt die Schnittfläche einer Kugel, wenn die 
Entfernung derſelben vom Mittelpunkte gleich a und der Inhalt 
der Kugel gleich K iſt? 


Bei = 
Antw. S$ = ( —») 0 
200. Wie groß iſt der Durchmeſſer einer Kugel, wenn 


zwei unter einem Winkel von « Grad durch denſelben gelegte 
Ebenen einen Kugelausſchnitt bilden, deſſen Inhalt gleich K iſt? 


360 8K. 
K 


201. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, wenn 
die Kante des in dieſelbe beſchriebenen Tetraeders, Hexaeders, 
Oktaeders, Dodekaeders, Ikoſaeders bezüglich gleich a iſt? 


Antw. K. ع‎ as V6; 2. 


202. Wie groß iſt der körperliche Inhalt einer Kugel, wenn 
die Kante des um dieſelbe beſchriebenen Tetraeders, Hexaeders, 
Oktaeders, Dodekaeders, Ikoſaeders bezüglich gleich a iſt? 
Antw. K. = علي‎ ar V; 2. 


203. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn die 
Kante des in dieſelbe beſchriebenen Tetraeders, Heraeders, 
Oktaeders, Dodekaeders, Ikoſaeders bezüglich gleich a iſt? 


Antw. O0. = Za; 2. 


3 
Antw. D =— ۷ 
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204. Wie groß iſt die Oberfläche einer Kugel, wenn die 
Kante des um dieſelbe beſchriebenen Tetraeders, Hexaeders, 
Oktaeders, Dodekaeders, Ikoſaeders bezüglich gleich a iſt? 
Antw. O. = ae; x. 

205. Wie groß iſt das Volumen eines Körpers, welcher 
durch Rotation eines regulären Vielecks von gerader Seiten— 
anzahl um einen Durchmeſſer als Axe entſteht, wenn ſeine Seite 
gleich a und der größere Radius gleich r iſt? 

Antw. V= Ira (4 re- a2). 

206. Wie groß iſt das Volumen eines Körpers, welcher 
durch Rotation eines Dreiecks um eine außerhalb desſelben in 
ſeiner Ebene liegende Axe entſteht, wenn die Entfernungen ſeiner 
Eckpunkte von der Axe gleich p, q, r, oder die Entfernung 
ſeines Schwerpunktes von der Axe gleich s iſt? 

Antw. V= Fr (PTT) ABC; V= 2sn . ABC. 

207. Wie groß iſt das Volumen und die Oberfläche des 
Körpers, welcher durch Rotation eines regulären Vielecks um 
eine außerhalb desſelben in ſeiner Ebene liegende Axe enſteht, 
wenn ſein Inhalt gleich F, ſein Umfang gleich U, und die 
Entfernung ſeines Mittelpunktes von der Are gleich s iſt? 
Antw. V= 28 · F; 0=2sn-V. 

208. Wie groß iſt das Volumen und die Oberfläche des 
Körpers, welcher durch Rotation eines Kreiſes um eine außer⸗ 
halb desſelben in ſeiner Ebene liegende Axe entſteht, wenn der 
Radius des Kreiſes gleich r, und die Entfernung des Mittel- 
punktes von der Are gleich s iſt? 

Antw. V= 28r2 e; O0 = 4s ra. 


§. 36. 


Skereomekriſch-krigonomekriſche Aufgaben. 


209. Wie groß iſt der Inhalt der beiden Prismen, in welche 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon, deſſen Kanten a, b, e find, 
durch eine durch die Seitenkante b gelegte Ebene zerlegt wird, 
wenn dieſe mit der Seitenebene ab einen Winkel «e bildet? 
Antw. K - agb tanga, Kg = 4 ab(2c—atang q). 

210. Wie groß iſt der Inhalt der beiden Prismen, in welche 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon mit quadratiſcher Grundfläche 
durch eine durch die Grundkante und die gegenüberliegende Seiten- 
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fläche gelegte Ebene zerlegt wird, wenn dieſelbe gegen die Grund⸗ 
fläche unter dem Winkel e geneigt iſt, ihre größere Seite gleich 
m und die Seitenkante des Parallelepipedons gleich e iſt? 


Antw. K. =} m’sin2a cose; Ke = me cos? (2 c - msinq). 


211. Wie groß iſt der Inhalt eines abgeſchrägten Prismas, 
welches entſteht, wenn in einem dreiſeitigen ſenkrechten Prisma 
mit regulärer Grundfläche durch eine Gegenkante und die 
gegenüberliegende Seitenkante ein zur Gegenfläche unter dem 
Winkel a geneigte Ebene gelegt wird, wenn überdies die kürzeſte 
Seitenkante des abgeſchrägten Prismas gleich e und die Grund— 
kante gleich a iſt? 

Antw. K— ja?(eV’3-+atange). 


212. Wie groß iſt die Schnittfläche eines Prismas, welche 
entſteht, wenn in einem dreiſeitigen ſenkrechten Prisma mit 
regulärer Grundfläche durch eine Grundkante und die gegenüber- 
liegende Seitenkante eine zur Grundfläche unter einem Winkel « 
geneigte Ebene gelegt wird, wenn überdies der Inhalt der 
abgeſchnittenen Pyramide gleich P iſt? 


3 —ͤ ͤ— 
oi. 
sin 2 © 

213. Wie groß iſt der Cylinderhuf und der abgeſchrägte 
Cylinder, welche entſtehen, wenn in einem geraden Cylinder 
durch einen Punkt im Umfange der Grundfläche eine zur Grund- 
fläche unter einem Winkel & geneigte Ebene gelegt wird, wenn 
überdies der Durchmeſſer der Grundfläche gleich d und die Höhe 
des Cylinders gleich h iſt? 

Antw. C. جح‎ 05. tang ae; C. Aden (h- dtang q). 

214. Wie groß iſt das Mittelſtück eines geraden Cylinders, 
welches entſteht, wenn zwei durch je einen Punkt im Umfange 
der Grund- und der Gegenfläche gelegte Ebenen gegen dieſe unter 
den Winkeln & und 8 geneigt find, wenn überdies die Höhe des 
Cylinders gleich h und der Radius der Grundfläche gleicher iſt? 
Antw. M=r?n|h—r(tange +tangß)]. 


215. Wie groß ift der Inhalt eines geraden Kegels, wenn 
die Seitenlinie desſelben gleich a und unter dem Winkel & gegen 
die Grundfläche geneigt iſt? 


Antw. Kassin 20 205 


Antw. S=\ 
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216. Wie groß iſt der Inhalt eines ſchiefen Kegels, wenn 
die kleinſte Seitenlinie desſelben gleich a und gegen die Grund- 
fläche unter dem Winkel «&, die größte Seitenlinie aber unter 
dem Winkel م‎ gegen die Grundfläche geneigt iſt? 

la sin a ( in ( . . 
Antw. K a asin e ( 2 ing ) 

217. Wie groß iſt der Radius der Grundfläche eines Gez 
raden Kegels, wenn der Inhalt desſelben gleich K und der 
Winkel an der Spitze des Axenſchnittes gleich 5 it? 


3 — — — 
Antw. r EERE ne X. 


218. Wie groß iſt der Radius der Grundfläche eines ge⸗ 
raden Kegels, wenn die Geſammtoberfläche desſelben gleich Q 
und der Winkel an der Spitze des Axenſchnittes gleich 5 iſt? 


Antw. r= 


219. Wie groß iſt der Winkel y an der Spitze des Aren- 
ſchnittes eines geraden Kegels, wenn die Grundfläche desſelben 
gleich k und die Höhe gleich h iſt? 


03 N 
Antw. Ty ح‎ 2 arc (tang = Vi * 
220. Wie groß iſt der Neigungswinkel & der Seitenlinie 


gegen die Grundfläche eines geraden Kegels, wenn die Höhe 
desſelben gleich h und die Mantelfläche gleich m ift? 


1 h? 50 nr ——— a: a 
Antw. Keen 1 14 125) ) 
221. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines Kugel- 
kegels, wenn der Centriwinkel des Axenſchnittes gleich c und 
der Radius der Kugel gleich r iſt? 
Antw. K = ran (1 — cos 6%) 
222. Wie groß iſt der körperliche Inhalt eines Kugel⸗ 
kegels, wenn der Centriwinkel des Axenſchnittes gleich c und 
die Höhe des zugehörigen einfachen Kegels gleich h iſt? 


Antw. K - 3 (887800 — cos زمه‎ r. 
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223. Wie groß iſt der Centriwinkel des Axenſchnittes eines 
Kugelkegels, wenn der körperliche Inhalt desſelben gleich K und 
der Radius der Kugel gleich r iſt? 

3K ) 


Antw. < w= Arc (cos —1— en 0 


224. Wie groß iſt der Centriwinkel des Axenſchnittes eines 
Kugelkegels, wenn der körperliche Inhalt desſelben gleich K und 
die Höhe des zugehörigen Kugelſegmentes gleich h iſt? 


Antw. Th = 2 are (eos ح‎ —=1-—h Val ) 


8. 37. 


Größte und kleinſte Werthe, Maxima und Minima der Ober- 
flächen und der Volumina der Körper. 


a) Lehnſätze aus der Arithmetik. 


c) Zerlegt man eine Zahl in mehrere gleiche Sum- 
manden, ſo iſt das Product aus dieſen gleichen Summan— 
den ein Maximum, d. h. größer als jedes andere Product, 
welches aus gleich vielen oder ungleichen Summanden der Zahl 
gebildet iſt. 

So iſt z. B. 12 =44444 und 22-377; aber es iff 

4.4.4 < 7. 

8) Zerlegt man eine Zahl in mehrere gleiche Factoren, 
ſo iſt die Summe aus dieſen gleichen Factoren ein Minimum, 
d. h. kleiner als jede andere Summe, welche aus gleich vielen 
aber ungleichen Factoren der Zahl gebildet iſt. 

So iſt z. B. 216 = 6.6.6 und 4.69; aber es iſt 

6+6+6<4+6+9. 


b) Anwendung dieſer Sätze. 


225. Unter allen geraden quadratiſchen Paralllepieden, 
welche eine gegebene Geſammtoberfläche haben, dasjenige 
zu beſtimmen, deſſen Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Parallelepipeden, welche 
ein gegebenes Volumen haben, dasjenige zu beſtimmen, 
deſſen Geſammtoberfläche ein Minimum iſt. 

Auflöſung. Es ſei x die Grundkante, 2 die Seiten- 
kante, v das Volumen und f die Geſammtoberfläche des Parallel 
epipedons; alsdann iſt 

1) v=x2z, 2) f=2x?+4xz. 
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Aus dieſen beiden Gleichungen leite man eine Gleichung 
mit nur einer Unbekannten ab; aus (2) ergibt ſich xz=4(f—2x?), 
und nach (1) iſt daher ١ 

41x(f—2x9)=v. 
Dieſe Gleichung hat man nun jo umzuformen, daß auf der 
erſten Seite die Summe der Factoren des Products 
conſtant wird. Man quadrire zu dem Ende und multiplicire 
mit 4, ſo erhält man 


4 x* (— 2x2) (2 x°) = 64 ve, 1. 
wodurch alſo zugleich 
4 x? + (f— 2K) ＋ (f— 2K) 2. II. 


Aus den Gleichungen I und II nun, nach den vorſtehenden 
Lehnſätzen (e) und (8), iſt erſichtlich, daß 
a) 64 v2, alſo auch v ein Maximum, wenn 12x?=2f, oder 
x = 41 alſo 22 = f, und 75 = 245 18; 
3 


b) 2f, alſo auch fein Minimum, wenn 4x?=v 64 v, oder 


3 8 3 
x= Vv, alſo 2 =, und {=6 VW“. 
Das geſuchte Parallelepipedon iſt demnach ein Würfel.“ 


226. Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche 
eine gegebene Geſammtoberfläche haben, diejenige zu 
beſtimmen, deren Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche ein 
gegebenes Volumen haben, diejenige zu beſtimmen, deren 
Geſammtoberfläche ein Minimum iſt. 


Auflöſung. Sei x die Grundkante, 2 die Höhe, » das 
Volumen, und f die Geſammtoberfläche der Pyramide; dann iſt 
I) » = IX2z, 2) f= ＋AX VIX. 

Behufs Ableitung einer Gleichung mit nur einer Unbe- 
kannten ergibt ſich aus (1) 2ع . 2ع‎ 22 9 v, und aus (2) folgt 
4 x2 (z2 ل‎ 4x2) = (f—x?)’, und hieraus 

x2 22 1182-42 
Durch Einſetzung dieſes Werthes in die erhaltene Gleichung 
x2. x2 22 9 yv? ergibt fi) 
x2 (42 - fx) N ve. 
Dieſe Gleichung iſt nun ſo umzuformen, daß auf der erſten 
Seite die Summe der Factoren des Products conſtant wird. 
Zu dem Ende gebe man derſelben die folgende Form 
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2 
GE 
zugleich iſt dann x +} (If -x) 4ع‎ II. 
Aus den Gleichungen I und II nun, nach den Lehnſätzen 
(a) und (8), erhellt, daß 
a) Tr alſo auch vein Maximum, wenn 2x2 = +1, oder 
x2 


alſo 22 f, und v? = n 15:‏ 1 4 عب 
b) +f, alſo auch fein Minimum, wenn N oder‏ 


3 3 3 
x? — 6 v3, alſo 2—=v36 v2, und f= 26 v2 


227. Unter allen geraden Cylindern, welche ſich einer 
gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Mantelfläche ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Cylindern, welche eine gegebene 
Mantelfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen 
die umbeſchriebene Kugel ein Minimum iſt. 


Auflöſung. Sei x der Grundradius, 2 die Höhe, 
f die Mantelfläche des Cylinders, und r der Radius der Kugel; 


dann iſt 
ESO, 2) 42 ل‎ 22 = A412. 
Um aus dieſen beiden Gleichungen eine Gleichung mit nur 
einer Unbekannten abzuleiten, ſetze man aus (1) X22 دح‎ = 


4 n? 
und da aus (2) 2=4(r?—x?), fo ergibt ſich 
4x? (r? = x?) =. in . 
Damit in dieſer Gleichung auf der erften Seite die Summe 
der Factoren des Products conſtant wird, dividire man durch 4, 
wodurch man erhält 
2 2 12 
| ty 
zugleich ift dann x? + (12 x2) 2. I. 
Aus den Gleichungen I und II nun, nach den Lehnſätzen 
(c) und (8), ergibt ſich, daß 


I. 


a) 1 alſo auch f ein Maximum, wenn 2 x2 = r, oder 


x2 = Are, alſo 22 ح‎ 22, und f= AP; 
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b) re, alſo auch rein Minimum, wenn x?= 1 oder 


1 2 1 
2 — 2 2 — — د‎ 
1 a Ta alſo 2 et und r se 
228. Unter allen geraden Kegeln, welche jich einer gege— 
benen Kugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Mantelfläche ein Maximum iſt. 
Unter allen geraden Kegeln, welche eine gegebene Mantel- 
fläche haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen die um— 
beſchriebene Kugel ein Minimum iſt. 


Auflöſung. Sei x der Grundradius, 2 die Höhe, k die 

Mantelfläche, und r der Radius der Kugel; dann iſt 
1) f= xr. Vx F2, 2) x? —=z(2r—2). 

Behufs Ableitung einer Gleichung mit nur einer Unbe— 
kannten, erhält man aus (1) x (K 22) = 12, und daher 
ergibt ſich mit Rückſicht auf (2) 

212.2 (21 z) — fF, 

oder, indem man, damit auf der erſten Seite der Gleichung die 
Summe der Factoren des Products conſtant wird, zweckmäßig 
umformt, / 


00 


2. 2 7 — 20 ومح‎ J. 
jo daß zugleich z+z-+(4r— 22z) Ar. II. 
Aus den Gleichungen I und II nun, nach den Lehnſätzen 
(e) und (8), folgt, daß 


a) 


12 : N : 
777 alſo auch f ein Maximum, wenn 32 4r, oder 


2 fr, alſo x2 = 319, und f= re Ns; 


3 
b) 4r, alſo aud r ein Minimum, wenn = ‚ober 
د‎ alſo a POE A 
ne E e 


229. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer gegebenen 
Kugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Volumen ein Minimum iſt. 

Auflöſung. Sei x der Grundradius, z die Höhe, v das 
Volumen des Kegels, under der Radius der Kugel; alsdann 
hat man die Gleichung 

1) 


v=4x:n:2z. 
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Hieraus leite man eine Gleichung mit nur einer Unbe— 
kannten ab. Aus der Proportion x? : 22 12:2 (2 — 2 r) 
folgt aber 

127 
z—2r' 
und durch Einſetzung dieſes Werthes von x? in (1) ergibt ſich 
die Gleichung mit nur einer Unbekannten 
22 3 v 
2 z—2r rn 

Jetzt nehme man die reciprofen Werthe; dann erhält 
man, indem man zugleich die erſte Seite der Gleichung in Form 
eines Productes ſchreibt, 


* 
1 21 12 1 
4) 0 = .— 


کر کے 


7 3y 


oder nach Multiplication mit 2r, damit auf der erſten Seite der 
Gleichung die Summe der Factoren des Productes conſtant wird, 


2r 219 2182 
2 ‚Ebene 7 )= gy . 1 
jo daß alſo zugleich ا‎ 11 
7 7 2 د‎ 


Aus den Gleichungen I und II nun, nach den Lehnſätzen 
. 5 : 2135 
(a) und (8), iſt erſichtlich, daß = =, alſo auch Û ein 


5 / IR 27 
Maximum, demnach » ein Minimum, wenn Plone +, oder 
2 Ar, alox=rV2, und yrs. 


230. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer ge— 
gebenen Kugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Mantelfläche ein Minimum iſt. 


Auflöſung. (Andere Methode.) Sei x der Grundradius, 
2 die Höhe, f die Mantelfläche des Kegels, under der Radius 
der Kugel; alsdann iſt 


1) f=xn-vVx?+ 22, 
Um aus dieſer Gleichung eine Gleichung mit nur einer 
Unbekannten abzuleiten, beachte man, daß 


X: r: 721, 
aus welcher Proportion ſich ſodann ergibt 
122 


1 2 
2 X —— 2 — 
: Vz(@—2r)' E 2—2r 
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Setzt man dieſe Werthe in Gleichung (1) ein, ſo erhält 
man eine Gleichung nur mit der einen Unbekannten 2, nämlich 


_rzavVz@—n) 
I DEE 


Dieſe Gleichung löſe man nach 2 auf. Alsdann erhält 
man, indem man quadrirt und ordnet, 


لس شاع 2 ———22 


und hieraus ergibt ſich nun für 2 der Werth 


„ 2 f GTA 
2 21 


Damit der Werth von z reell bleibt, muß der Ausdruck 
unter dem Wurzelzeichen poſitiv ſein. Man ergänze nun die 
beiden letzten Glieder dieſes Ausdrucks zu einem vollſtändigen 
Quadrat, indem man 912 zugleich addirt und ſubtrahirt; 
alsdann erhält man 


(ru f) KVH rn)? - 84 
6) 2 J a الي‎ 
rit 
Hieraus iſt erſichtlich, daß 2 reell bleibt, fo lange 
(f—3r rn)? nicht kleiner als 8142 ift. Der kleinſte Werth, 
den (f — 3r) annehmen kann und durch den auch der kleinſte 
Werth von k bedingt iſt, iſt : 
7) (f—81° 0° — 84n, 
woraus als Minimum der Mantelfläche des Kegels ſich 
ergibt 


50 


8) fra (3720/2). 


Durch Einſetzung dieſes Werthes von f in Gleichung (6) 
erhält man alsdann für die Höhe des Kegels 


9) z=r(2+V2), 


und durch Einſetzung des Werthes von 2 in Gleichung (2) für 
den Grundradius des Kegels 


10) x=r /13 


Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 13 
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F. 38. 


Aebungs- Aufgaben über Maxima und Winima der Ober- 
flächen und der Volumina der Körper. 


231. Unter allen geraden quadratiſchen Parallelepipeden, 
deren Seitenflächen mit einer Grundfläche eine 
gegebene Summe bilden, dasjenige zu beſtimmen, deſſen 
Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Parallelepipeden, welche 
ein gegebenes Volumen haben, dasjenige zu beſtimmen, 
für welches die Summe der Seitenflächen und einer 
Grundfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x die Grundkante, z die Seitenkante, v das Volumen, 
und f die Summe der Seitenflächen und einer Grundfläche 
des Parallelepipedons, ſo iſt 


— بک‎ I 1 
Antw. a) x2 = f, 22 Hf, Verl; 


8 0 3 
b) X= Way, z= VA, 1 - 2, 


232. Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, deren 
Seitenflächen eine gegebene Summe bilden, diejenige 
zu beſtimmen, deren Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche ein 
gegebenes Volumen haben, diejenige zu beſtimmen, für 
welche die Summe der Seitenflächen ein Minimum iſt. 

Iſt x die Grundkante, z die Höhe, v das Volumen, und 
f die Summe der Seitenflächen der Pyramide, ſo iſt 


Antw. a) ie 2=1fV3, ve rz; 


8 
b) S VId e, 21 VIS di, b 54 V3. 


233. Unter allen geraden Cylindern, welche eine gege- 
bene Geſammtoberfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Cylindern, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen Geſammt— 
oberfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, z die Höhe, v das Volumen, und 
f die Geſammtoberfläche des Cylinders, jo iſt 


e 
Antw. a) x? =D ag V2 حت‎ Bin’ 
3 8 
7 Y 2 
b) * VZ 22 lr, f= 8V2 r 
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234. Unter allen geraden Cylindern, deren Mantelfläche 
mit der Grundfläche eine gegebene Summe bildet, den⸗ 
jenigen zu beſtimmen, deſſen Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Cylindern, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen die 
Summe der Mantelfläche und der Grundfläche ein 
Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, 2 die Höhe, v das Volumen, 
und f die Summe der Mantelfläche und einer Grundfläche des 
Cylinders, ſo iſt : 5 


Antw. a) =, ,ج لا‎ 5 


Tt 
3 3 
ar 3 
زا‎ VA. a f— 8V. 


235. Unter allen geraden Kegeln, welche eine gegebene 
Geſammtoberfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Kegeln, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen Geſammt⸗ 
oberfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, z die Höhe, v das Volumen, 
und f die Geſammtoberfläche des Kegels, ſo iſt 


3 
Antw. a) se 2 — = v2 E 
ا‎ 2 3 
72 ر‎ 
b) V 0 {= 2 N 


236. Unter allen geraden Kegeln, welche eine gegebene 
Mantelfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen Volumen 
ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Kegeln, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen Mantel- 
fläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, 2 die Höhe, v das Volumen, 
und f die Mantelfläche des Kegels, jo iſt 


Ant 1 2 2 L „ 2 
Nas VER e E Te er 
3 BE / 
b) =} 2 23 f2 — 4 Vê tr? 
13* 
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237. Unter allen geraden quadratiſchen Parallelepipeden, 
welche ſich einer gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, das⸗ 
jenige zu beſtimmen, für welches die Summe der Seiten— 
flächen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Parallelepipeden, deren 
Seitenflächen eine gegebene Summe bilden, dasjenige 
zu beſtimmen, für welches die umbeſchriebene Kugel ein 
Minimum iſt. 

Iſt x die Grundkante, 2 die Seitenkante, f die Summe 
der Seitenflächen des Parallelepipedons, under der Radius der 
Kugel, ſo iſt 
Antw. a) Xr, z=ıV2, f—4r?V2; 


b) x Af, 2—=4fV2, جوم‎ +19 


238. Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche 
ſich einer gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, diejenige 
zu beſtimmen, deren Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche ein 
gegebenes Volumen haben, diejenige zu beſtimmen, für 
welche die umbeſchriebene Kugel ein Minimum iſt. 

Sit x die Grundkante, 2 die Höhe, » das Volumen der 
Pyramide, under der Radius der Kugel, ſo iſt 


Antw. a) 2 zr, X = Ar, VSR; 
u ا بل‎ 
b) z VZV, =vV3v, r=4V3v. 


239. Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, welche 
ſich einer gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, diejenige 
zu beſtimmen, für welche die Summe der Seitenflächen 
ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden quadratiſchen Pyramiden, deren 
Seitenflächen eine gegebene Summe bilden, diejenige zu 
beſtimmen, für welche die umbeſchriebene Kugel ein 
Minimunm iſt. 

Iſt x die Grundkante, 2 die Höhe, 1 die Summe der 
Seitenflächen der Pyramide, und er der Radius der Kugel, ſo iſt 


Antw. a) 22 2 re, x2 = AT2(/2 — 1), f= A2; 
b) 2 ff, * Z-, re ff. 
240. Unter allen geraden Cylindern, welche ſich einer 


gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Volumen ein Maximum iſt. 
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Unter allen geraden Cylindern, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen die 
umbeſchriebene Kugel ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, 2 die Höhe, v das Volumen des 
Cylinders, under der Radius der Kugel, ſo iſt 


Antw. a) xꝛ = 25, 22 f;re, v ren V; 
3 


3 * 
2 5 2 
b 1 av? سر‎ 2Y 0:2 3 2 
) X 2 712 Be 7 , aE 712 


241. Unter allen geraden Cylindern, welche ſich einer 
gegebenen Halbkugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu 
beſtimmen, deſſen Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Cylindern, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen die 
umbeſchriebene Halbkugel ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, z die Höhe, » das Volumen des 
Cylinders, under der Radius der Halbkugel, ſo iſt 


Antw. a) x = 3 2, 22 = re, ve = r 612; 


3 8 
51 Be — ۷ 3 
کڪ‎ Zah کو‎ x 
b) x 25 Ba In’ 1 3 7 


242. Unter allen geraden Cylindern, welche ſich einer 
gegebenen Halbkugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu 
beſtimmen, deſſen Mantelfläche ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Cylindern, welche eine gegebene 
Mantelfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen 
die umbeſchriebene Halbkugel ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, z die Höhe, k die Mantelfläche 
des Cylinders, under der Radius der Halbkugel, ſo iſt 


Antw. a) x? Are, 22 = re, fra, 


A * 
b) n 7 ea r= <2 


243. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer 
gegebenen Kugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen geraden Kegeln, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen die 
umbeſchriebene Kugel ein Minimum iſt. 

Sit x der Grundradius, z die Höhe, » das Volumen des 
Kegels, under der Radius der Kugel, ſo iſt 
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Antw. a) 2 ع‎ 41 x=$rV2, v= rr; 


6 36 ¥ 2 
6—— TREE Ne REE 
N vn r 0 Tt 


244. Unter allen abgeſtumpften Kegeln, welche ſich einer 
gegebenen Halbkugel einbeſchreiben laſſen, denjenigen zu 
beſtimmen, deſſen Mantelfläche ein Maxim um iſt. 

Unter allen abgeſtumpften Kegeln, welche eine gegebene 
Mantelfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, für welchen 
die umbeſchriebene Halbkugel ein Minimum iſt. 

St x der Radius der Gegenfläche, z die Höhe, f die 
Mantelfläche des abgeſtumpften Kegels, under der Radius der 
Halbkugel, ſo iſt 


Antw. a) XS yr, 22 99 f rea V3; 
{v3 * 3 

E RL‏ ار ا 
wi An’ 2 TF Es Sr‏ 


245. Unter allen Kugelabſchnitten, welche eine gegebene 
Geſammtoberfläche haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Volumen ein Maximum iſt. 

Unter allen Kugelabſchnitten, welche ein gegebenes 
Volumen haben, denjenigen zu beſtimmen, deſſen Geſammt— 
oberfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Radius der Kugel, 2 die Höhe des Kugel⸗ 
abſchnittes, k die Geſammtoberfläche, v das Volumen, fo iſt 


F 
Antw. زه‎ =, W. vw=4f = 
3 


3 3 
6 v 6v FF 
b) Z 1 So en 1-50 . 


246. Unter allen Kugeln, deren Mittelpunkte in einem 
feſtliegenden Punkte auf der Oberfläche einer gegebenen Kugel 
liegen, diejenige zu beſtimmen, deren Schalenoberfläche 
innerhalb dieſer Kugel ein Maximum iſt. 

Iſt x der Radius der geſuchten Kugel, 2 die Höhe der 
Kugelſchale, k die Schalenoberfläche, und r der Radius der 
gegebenen Kugel, ſo iſt 


Antw. Xr, 2 = fr, f= Fr. 
247 — 249. Unter allen Kugeln, welche ſich einem geraden 


Kegel von der Höhe h und dem Grundradius r ſo einbeſchreiben 
laſſen, daß ſie den Kegelmantel berühren und die Grundfläche 
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ſchneiden, diejenige zu beſtimmen, für welche von dem in den 
Kegel fallenden Kugelabſchnitt 

247. die Schalenoberfläche ein Maximum iſt. 

Iſt s die Seitenlinie des Kegels, x der Radius der Kugel, 
2 die Höhe der Kugelſchale, k die Schalenoberfläche, To iſt 

rh rh?r 
— ee Eu en 

Antw. z=4h, X Sen’ deze 

248. die Geſammtoberfläche ein Maximum iſt. 

Iſt s die Seitenlinie des Kegels, X der Radius der Kugel, 
2 die Höhe der Kugelſchale, k die Geſammtoberfläche, ſo iſt 
2rh ‘FREES 4r? he 7t 


Antw. u et ون‎ Br+sis—n)' (Ir s)) 


249. das Volumen ein Maximum iſt. 

Sit s die Seitenlinie des Kegels, x der Radius der Kugel, 
2 die Höhe der Kugelſchale, » das Volumen, ſo iſt 
21h rhs 415 h3 or 


Antw. rs! * re)) g rs) 


250. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer gegebenen 
Kugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Geſammtoberfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, 2 die Höhe, k die Geſammt⸗ 
oberfläche des Kegels, und r der Radius der Kugel, ſo iſt 
Antw. 2 Ar, x=rV?2, 0 0 

251. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer gegebenen 
Halbkugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Mantelfläche ein Minimum iſt. 

Iſt x der Grundradius, z die Höhe, f die Mantelfläche 
des Kegels, under der Radius der Halbkugel, ſo iſt 
Antw. z=rvV3, x=!}rv6, {= Ira V6. 

252. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer gegebenen 
Halbkugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Volumen ein Minimum iſt. 

Sit x der Grundradius, z die Höhe, » das Volumen 
des Kegels, under der Radius der Halbkugel, ſo iſt 
Antw. zervV3, x=}rV6, ا‎ 3 
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253. Unter allen geraden Kegeln, welche ſich einer gegebenen 
Halbkugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, deſſen 
Geſammtoberfläche ein Minimum iſt. 

ft x der Grundradius, 2 die Höhe, f die Geſammt⸗ 
oberfläche des Kegels, under der Radius der Halbkugel, ſo iſt 


Antw. z=2r, XZ r V3, f Aren. 


254. Unter allen abgeſtumpften Kegeln, welche ſich einer 
gegebenen Halbkugel umbeſchreiben laſſen, denjenigen zu beſtimmen, 
deſſen Volumen ein Minimum iſt. 

St x der Radius der Grundfläche, y der Radius der 
Gegenfläche, »das Volumen des abgeſtumpften Kegels, und 
r der Radius der Halbkugel, ſo iſt 

4 


4 
Antw. v=trdrn(2+V 7), y=!rV343, x= ك7 + 1) "رار‎ 4 


BIBLIOTEKA 
A. @ZAJEWIGA 
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Anhang zur fünften Tehrstuke. 


Das ſphäriſche Dreieck. 
§. 39. 


Beziehungen zwiſchen den Seiken und Winkeln des recht- 
winkligen ſphäriſchen Dreiecks. 


Es fet (Fig. 80) A ABC ein bei C rechtwinkliges ſphäri— 
ſches Dreieck. Conſtruirt man durch Verbindung des Kugelmittel⸗ 
punktes O mit den Eckpunkten A, B, C die dreiſeitige körper⸗ 
liche Ecke OA BC, zieht aus B auf die Kanten OC und OA 
die Senkrechten BD und BE, jo wie die Verbindungslinie DE, 


fo ſteht (S. 8:2) BD auch ſenkrecht auf der Ebene O CA, folg- 
lich (S. 6:2) ED als Projection von B E auch ſenkrecht auf 
O A. Von den entſtandenen geradlinigen Dreiecken ſind daher 
die Dreiecke BDO und BD E bei D, die Dreiecke BE O und 
DEO bei E rechtwinklig. Auch iſt nun im Dreieck ABC offenbar 
De durch TB Eb ausgedrückt, jo wie die Seiten desſelben 
a, b, e bezüglich durch die Mittelpunktswinkel B O C, A OC, 
AOB ausgedrückt find. Mit Rückſicht hierauf beweiſen ſich 
nun leicht die folgenden 
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Tehrſätze über das rechtwinklige ſphäriſche Dreieck. 
1. Beziehung zwiſchen der Hypotenuſe, einer 
Kathete und dem dieſer gegenüberliegenden Winkel: 
In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Sinus 
eines ſpitzen Winkels gleich dem Quotient aus den Sinus der 
gegenüberliegenden Kathete und der Hypotenuſe: 
; Siu a 3 sinb 
sin =; sin g A 
Sin 6 Sine 
Beweis. Es iſt 


2. Beziehung zwiſchen der Hypotenuſe, einer 
Kathete und dem dieſer anliegenden Winkel: 

In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Coſinus 
eines ſpitzen Winkels gleich dem Quotient aus den Tangenten 
der anliegenden Kathete und der Hypotenuſe: 
tang b. tang a 
ange? ang e 
Beweis. Es iſt 
ED ED:O E tang b 
BE BE:OE tang e 

3. Beziehung zwiſchen der Hypotenuſe und den 
beiden Katheten: 

In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Coſinus 
der Hypotenuſe gleich dem Producte aus den Coſinus der 
beiden Katheten: 


COS 


= بن 608 


cos e =— 2093١2605 b. 


Beweis. Es iſt 
OE OE OD 
OB OD OB 
4. Beziehung zwischen den beiden Katheten und 
einem ſpitzen Winkel: 
In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Sinus 
einer Kathete gleich dem Quotient aus den Tangenten der 
anderen Kathete und des dieſer gegenüberliegenden Winkels: 


808 cos a cos b. 


tang a 5 tang b 
sin b = ; sina شتت‎ 
tang © tang ß 
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Beweis. Es iſt 
, DE BPD: OD tanga 
sin b PN > . 
OD BD: DE tanga 


5. Beziehung zwiſchen einer Kathete und den 
beiden ſpitzen Winkeln: 

In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Coſinus 
einer Kathete gleich dem Quotient aus dem Coſinus der gegen- 
überliegenden und dem Sinus des anliegenden Winkels: 


Beweis. Es iſt (zufolge L. 3) cos a 0085 daher auch 
cos e sin b „sin b. tang b sin b „b. l. @ 2 u. 1 


cos a حت‎ 
cos b sin e sine tang e sin c 

88 = ووو 

din 8 


6. Beziehung zwiſchen der Hypotenuſe und den 
beiden ſpitzen Winkeln: : 

In jedem rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecke iſt der Coſinus 
der Hypotenuſe gleich dem Producte aus den Cotangenten der 
beiden ſpitzen Winkel: 

cos e cotg ن٠‎ cotg f. 
Beweis. Durch Multiplication von sina mit sin b 

(L. 4) ergibt ſich 
1 b tanga-tangb 
9 tangæ tang 8' 
woraus folgt 


: 1 
cos à · cos b > 8 aug d. i. (L. 3) 


cos ح ن‎ cotg « cotg 8. 


Die Neper'ſche Regel. Führt man mit Neper in die 
vorjtehen ; entwickelten Formeln ſtatt der Katheten 
a und b deren Complemente ein und bezeichnet dieſe bezüg⸗ 
lich mit a’ und b“, und ſetzt demgemäß in dieſe Formeln sin a’ 
ſtatt cos a, cos a“ ſtatt sin a, cotg a“ ſtatt tanga, ferner sin b’ 
ſtatt cos b, cos b' ſtatt sin b, cotg b ſtatt tang b, ſo laſſen ſich 
dieſelben in folgender dem Gedaͤchtniſſe leicht einzuprägender 
Form darſtellen: 
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cos a’ = cotg b“. عام‎ 8 (L. 4) 
cos b sin م‎ -sine (L. 1) cos b' ع‎ cotg a’- cotg & (L. 4) 
cos & ع‎ sin a“. sin م‎ (L. 5) | ون‎ = cotg b’- cotg e (L. 2) 
cos 8 = sin b“. sin (L. 5 cos م‎ cotg a' cotg e (L. 2) 
cos e = sin a' sin b' (L. 3) cos e —cotga cotg 8 (L. 6) 


cos a! = sin م‎ sin c (L. 1) 


Bezüglich der in 6 Frage kommenden fünf 
Stücke des rechtwinkligen a“ ſphäriſchen Dreiecks عوط‎ 
ſteht demnach unter obiger Vorausſetzung der 


die Neper' ihe Regel & b“ genannte Satz: 


1. Der Coſinus eines Stückes iſt gleich dem Producte 
aus den Sinus der beiden gegenüberliegenden Stücke; 


2. Der Coſinus eines Stückes iſt gleich dem Producte 
aus den Cotangenten der beiden anliegenden Stücke. 


5, 40. 
Aebungs- Aufgaben über das rechtwinklige ſphäriſche Dreieck. 


222, Wie groß iſt für Coblenz am längſten Tage die 
Morgenweite, der Bogen des Horizontes zwiſchen dem Auf— 
gangspunkt der Sonne und dem Oſtpunkt, und welches die Zeit 
des Sonnenaufgangs? Die Schiefe der Ekliptik zu 2302730“, 
die Breite von Coblenz zu 5002139“ angenommen. 

Auflöſung. Es ſei an der Himmelskugel (Fig. 81) 
OH WIH“ der Horizont, HZ Hz der Meridian von Coblenz, 
7 das Zenith, N der Nordpol, OA WA“ der Aequator, O der 
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Oſtpunkt, ME U der Tagebogen der Sonne am längiten 
Tage, alſo M der Punkt des Sonnenaufgangs, OM die Morgen- 
weite und N M“ der ſtets durch das Geſtirn und den Pol 
gehende und zum Aequator ſenkrechte Stundenkreis. 


I. Zur Beſtimmung des Orts des Sonnenaufgangs hat 
man alsdann in dem bei B rechtwinkligen ſphäriſchen AOMB 
(Fig. 81) offenbar M B der Schiefe der Ekliptik AE 23027300 
und MOB A HOA HZ - AZ = 900-5002139": 
und daher (zufolge 8. 39:1) 

sinMB ___ sin 2302780” 
sin MOB sin (90 — 50021'39”)’ 
Fer __ | logsin23%27’30’— 9,5999726 — 10 
log sin OM — |_]0g.c0550021'39” — — 9,8047870+ 10 


sin OM 


9,7951856 — 10 
OM 38036˙32“. 
Die Sonne geht daher 38036˙32“ nördlich vom Oſtpunkt auf. 


II. Zur Beſtimmung der Zeit des Sonnenaufgangs hat 
man in dem bei H’ rechtwinkligen IN HI' M, in welchem, die 
Stunden von Mitternacht an gezählt, „ den Stundenwinkel 
bezeichnet, die Polhöhe NII'== der geographiſchen Breite 
AZ = 5002139”, ferner NM = 900 — 2302730“, und daher 
(zufolge 8. 39:2) 
tangNH’ __ tang 5002139” 
tang NM tang (90°— 23027300) 
| logtang50021'39”=— 10,0817473 — 10 
log cotg 2302780“ = — 10,3625624 + 10 
5 9,7191849 — 10 

Ay 5802439“ = 3 Uhr 53 Min. 38 Sec. 
Die Sonne geht alſo auf um 3 Uhr 53 Min. 38 Sec., oder 
mit Abzug von 8 Minuten in Folge der Stralenbrechung 
(Phyſ. 5. 172) um 3 Uhr 49 Min. 38 Sec. nach Mitternacht. 


256 Wie hoch und wann ſteht für Coblenz die Sonne 
am längſten Tage genau im Oſten? 


Auflöſung. Man ziehe (Fig. 81) durch den Dit- 
punkt 0 den ſtets durch das Geſtirn und das Zenith gehenden 
Höhenkreis ZO, welcher den Tagebogen MEU in S ſchneidet, 
jo iſt S der Ort der Sonne; ferner ziehe man durch 8 den 
Stundenkreis NC. 


C08 7 حت‎ 


log cosy = 
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IL Zur Beſtimmung der Sonnenhöhe SO hat man nun 
in dem bei C rechtwinkligen ſphäriſchen A OCS offenbar 
SC — 9809780" und OO AZ = 50021˙39˙, folglich 


(zufolge $. 39:1) 
sin SÛ in 80 _ sin 232780. 
sin SOC sin 50021739” 
. log sin 2302/30" ع‎ 9,5999726 — 10 
log sin SO — 2 log sin 5009189“ — — 9,8865344 + 0 


9,7134382 — 10 


SO = 310737“. 

II. Zur Beſtimmung der Zeit dieſes Sonnenſtandes hat 
man in dem bei Z rechtwinkligen ſphäriſchen ANZS, in wel⸗ 
chem 9 das Supplement des Stundenwinkels ,رم‎ die Stunden 
von Mitternacht an gerechnet, bezeichnet, NZ = 900 — 5052139", 
NS = 900 — 2302730“, folglich (S. 39: 2) cos d oder. 


006 — ح ب 1ت = cos (1800 — O‏ 


7 ([ 1ogeotg50021'39’- 9,9182527—10 
E = 1.8 cotg 2802180" - —10,3625624+410 


9,5556903— 10 


1800 — ۾‎ = 6805551“ 
daher 6 = 111049“ 7 Uhr 24 Min. 16 Sec. 


1 57. Wie groß iſt für Coblenz die Dauer des längſten 
Tage 


Auflöſung. Die Dauer des Tages hängt ab von der 
Größe des Tagebogens. Der halbe Tagebogen ME (Fig. 82) 
wird aber gemeſſen durch den Winkel 9 in dem bei II rechtwinkligen 
ſphäriſchen AMHN; da in dieſem N M= 900 — 23027'30” 
und N H - 1800 — 5002139”, fo tft (zufolge 5. 39:2) 


Fig. 82. 
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ES tang N H _ tang(180°—50°21'39”)_ —tang5002 139” 

` tangNM tang (900 — 23092030” cotg 2302730“ 
NY f logtang 50021389” — 10,0817473—10 
RT log cotg 2302730” = — 10,3625624 +10 
9,7191849 — 10° 


mithin, da cosd negativ, alſo نل بك‎ 900 ift, der halbe 
Tagebogen 
= 1800 — 5802439“ 12135217, 

daher der ganze Tagebogen 20 = 24301042“, und ſolglich 
die Länge des Tages 16 Stund. 12 Min. 42 Sec., oder indem 
man die Verlängerung des Tages in Folge der Stralenbrechung 
um 8 Minuten (Phyſ. 5. 172) berückſichtigt, 

16 Stund. 20 Min. 42 Sec. 


258. Wie groß iſt die Zenithdiſtanz der Sonne für Coblenz 
am längſten Tage um 6 Uhr Morgens? 


Auflöſung. Zieht man den der Zeit 6 Uhr Morgens 
entſprechenden durch den Oſtpunkt gehenden Stundenkreis 
NO (Fig. 82), jo gibt der Durchſchnittspunkt S dieſes Stun⸗ 
denkreiſes mit dem Tagebogen ME U den Ort der Sonne um 
6 Uhr Morgens; zieht man ferner durch S den Höhenkreis Z h, 
jo bezeichnet ZS die Zenithdiſtanz der Sonne um dieſe Zeit. 
Nun it in dem bei N rechtwinkligen ſphäriſchen ZNS 
offenbar ZN = 900-5002139“ und NS 900 — 2302730“; 
mithin (S. 39:3) 


03 7, 5 = cos ZN. cos NS 
cos (900 — 50021’39”) - cos (90— 23027300), 


segs bog sin 502139, 98865343 — 10 
log cos 28 = |} 10 sin 2302730” —-+ 9,5999796 — 10 
9,4865069 — 10 


28 = 720854”. 


259. Ein Schiff ſegelt auf feiner Fahrt von NewYork, 
4042,40“ N. Breite und 7620,30“ W. Länge, nach Capſtadt 
bis zum Aequator auf einem größten Kreiſe und ſchneidet den- 
ſelben ſüdlich der Inſel St. Paul in einem Punkte von 
313920“ W. Länge; wie groß iſt die Fahrſtrecke bis zum 
Aequator, und wie groß das Azimut des Schiffscurſes? 
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Auflöſung. Es bezeichne (Fig. 83) C die Lage von 
New⸗York, AB den Aequator, CF den Meridian von NewYork, 
CB die Bahn des Schiffes. Dieſe drei größten Kugelkreiſe 
bilden nun ein bei F rechtwinkliges ſphäriſches Dreieck CFB, 
in welchem als geogr. Breite von NewYork CF ع‎ 40942407 
und als Differenz der geogr. Längen von NewYork und dem 
Schnittpunkt des Aequators FB = 4404 1˙10“. Daher hat man 


I. zur Beſtimmung der Fahrſtrecke CB (S. 39:3) 
cos CB = cos 0 F- cos F B = cos 404240“: cos 44041100, 
rn log cos 40%2’40”—= 9,8796737 — 10 
logcosC B = | | Jog cos 4404110” — + 9,8518513 — 10 
9,7315250 — 10 
CB = 57023˙23˙%½5 = 1130,84 Meilen. 
II. zur Beſtimmung des Azimutes < FC B ($. 39:4) 
tang FB tang 440411004 
tang FO B= ein F sin 40542 40 
n log tang 4404110 9,9952414 10 
n | —logsin 4042.40 ——9,8144110+10 


0,1808304 
FCB 56085'52",40. 


260. Ein Schiff verläßt Liſſabon auf einem größten Kreiſe 
unter dem Azimut von 5302342“ und ſchneidet den equator 
unter einem Winkel von 5101240“ bei der Inſel Mexiana in 
der Mündung des Amazonenfluſſes. Wie weit weſtlich und wie 
weit überhaupt liegt dieſe Inſel von Liſſabon? 


Auflöſung. Es bezeichne (Fig. 83) C die Lage von 
Liſſabon, AB den Aequator, CF den Meridian von Liſſabon, 
CA die Bahn des Schiffes, jo bilden dieſe drei größten Kugel⸗ 
kreiſe ein bei P rechtwinkliges ſphäriſches Dreieck CFA. In 
dieſem iſt als bekanntes Azimut < F CA — 5302342“, und 
als Winkel, unter welchem das Schiff den Aequator ſchneidet, 
<ICAF— 5101240“. Daher hat man 


I. zur Beſtimmung des Längenunterſchiedes AF (5. 39:5) 


eos ECA cos 53023˙42“ 
sin CAF sin 5101240“ 


cos AF = 
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. logcos53023’42’— 9,7754611 — 10 
10g ووه‎ AF— —log sin 5112,40, — 9,8917935 + 10 
9,8836676 — 10 
AF = 40%'31",3. 3 

II. zur Beſtimmung der directen Entfernung CA ($. 39:6) 

cos CA = cotg CAF. cotg FCA cotg 511240“. cotg 53023'42”, 
= >: log cotg 5101240 = 9,9050947 — 10 
log 008 OA = | + log cotg 5302542. + 9,8708724 — 10 


9,7759671— 10 
CA = 53020’43”,3 == 800,18 Meilen. 


§. 41. 


Beziehungen zwifden den Seilen und Winkeln des fdief- 
winkligen ſphäriſchen Dreiecks. 


Es fei AABC (Fig. 83) ein ſchiefwinkliges ſphäriſches 
Dreieck. Zieht man aus einer Ecke desſelben, aus C etwa, auf 


Fig. 88. 


die gegenüberliegende Seite AB ſenkrecht den Hauptbogen CF, 
ſo zerfällt dasſelbe in zwei rechtwinklige ſphäriſche Dreiecke, und 
es beweiſen ſich dann leicht die folgenden 


Tehrſätze über das ſchiefwinſilige ſpßäriſche Dreieck. 
1. Beziehung zwiſchen zwei Seiten und den 
dieſen gegenüberliegenden Winkeln: 
In jedem ſphäriſchen Dreiecke verhalten ſich die Sinus 
zweier Seiten wie die Sinus der gegenüberliegenden Winkel: 
sin a: sin b = sing: sin g. 
Beweis. Es iſt (zufolge §. 39, L. 1) offenbar 
sin CF gleich 
sin a · sin p = sin b sin c, 
folglich sin a: sin b sin » : sin g. 
Boyman, Mathematik. 2. Theil. 4. Aufl. 14 
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2. Beziehung zwiſchen den drei Seiten und 
einem Winkel: 

In jedem ſphäriſchen Dreiecke iſt der Coſinus einer Seite 
gleich dem Producte aus dem Coſinus des gegenüberliegenden 
Winkels und den Sinus der beiden anderen Seiten vermehrt 
um das Product aus den Coſinus dieſer beiden Seiten: 


cos a cos ‘sin ١ sin e cosb-cosc. 
Beweis. Es iſt ($. 39, L. 3) offenbar 
cos a— cosh-cosx = cosh- cos (e —Z), 


oder, wenn man (S. 39:3) cos h = = einſetzt, eos (e-) 


entwickelt und durch cos dividirt, 
cosa = cos b cose g cos ط‎ sine tang z; 
da aber tang z = tang b cos & ($: 39: 2), jo ergibt ſich 
cos a ع‎ cos 5١ cos e sin b. sin c: cos , d. i. 
cos a د‎ cos a‘ sin b sin € cos b. cose. 

3. Beziehung zwiſchen den drei Winkeln und 
einer Seite: 1 

In jedem ſphäriſchen Dreiecke ift der Coſinus eines Winkels 
gleich dem Producte aus dem Coſinus der gegenüberliegenden 


Seite und den Sinus der beiden anderen Winlel vermindert 
um das Product aus den Coſinus dieſer beiden Winkel: 


cos ¢ = cos à sin g sin جب‎ COS 8٠ cos. 
Beweis. Es iſt (zufolge §. 39:5) offenbar 
; cos f sin (y — e 
ومع‎ @ = cos h ‘Sin d = RR REE 
sin e 
cos 8 sin y cos e — cos g cos „Sin e 
3 sin e 
== 005 8 sin y cotg ع‎ — COS 8 cos . 
Da aber cotg e cos a‘ tang f (nach S. 39:6), jo ergibt ih 
cos حي‎ cos a - sin sin — COS 8 eos y. 
4. Beziehung zwiſchen zwei Seiten, dem ein⸗ 
geſchloſſenen und einem gegenüberliegenden Winkel: 
In jedem ſphäriſchen Dreiecke iſt das Product aus den 
Coſinus der einen von zwei Seiten und des von dieſen ein- 
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geſchloſſenen Winkels gleich dem Producte aus dem Sinus 
dieſer Seite und der Cotangente der zweiten Seite, vermindert 
um das Product aus dem Sinus des eingeſchloſſenen Winkels 
und der Cotangente des der zweiten Seite gegenüberliegenden 
Winkels: 
cos à · cos 8 sin a+ cotg e - sin g- cotg y. 
Beweis. Es iſt (nach L. 2) für eos b und cos e entſprechend 
cos b cos 8 sina sine cos a- cos بع‎ 
cos e = cos sina sin b cos a cos b. 
Entwickelt man aus der erſten dieſer Gleichungen den 
Werth von cos 3 und multiplicirt denſelben mit cos a, 
ſo erhält man 
cos 8١ cos b cos? A COS ع‎ 
cos a: 6098 =i — 
sin a sine 
Subſtituirt man hierin den Werth von cos a. cos b aus 
der zweiten Gleichung, ſo erhält man 
/ cos e — sin a.‘ sin b- cos y cos? A. COSC 
cos a. 608 8 . Rß;ꝗ 
sin a. sin ¢ 
cos (1 - cos?a) — sin a. sin b. cos 
sina-sine 
folglich, indem man sine a ſtatt 1—cos®a und 
sin g 
Sin 


1 


۴ 20-0 
ſtatt ——— einjeßt, 
Sin e * 


cos à · cos g sin 8١ عام‎ e sing cotg y. 


§. 42. 
Aebungs-Nufgaben über das ſchiefwinflige ſphäriſche Dreieck. 


261. Wie viel Uhr iſt es an einem Orte in dem Augen⸗ 
blicke, wo am Tage des Sommer -Solſtitiums die Höhe der 
Sonne zu 41031'11”,55 und das öſtliche Azimut derſelben zu 
7602459“ beobachtet wird? 


Auflöſung. Es ſei (Fig. 84) 5 der Ort der Sonne 
zur Zeit der Beobachtung; zieht man alsdann den Stundenkreis 
NSa und den Höhenkreis 2 8h, fo iſt Hh=<Le das Azimut, 
Sh die Höhe, Sa die Declination der Sonne und y der 
Stundenwinkel, alſo Te das Supplement des Stundenwinkels y, 
und daher iſt in dem ſphäriſchen Dreiecke NZS offenbar 

14 * 
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75 - 900°—41031'11”,55, NS = 900 — 2302730, {SZN = 
1800 — 7602459”. Nun aber ift in dem ANZS (S. 41:1) 
sin NS: sin Z S = sin S ZN : sin (1800 — 7), 

2 : sinZS-sinSZN 
mithin sin (1800 — y) = . 
oder, indem man die oben angegebenen Werthe berückſichtigt, 
/ cos 41031’11” ,55 - sin 762459“ 
EL و‎ 6052802705 8 
| logcos41031'11”,55= 9,8743228—10 
log sin (180°—y)=!-Hlog sin 7602459” 9,9876789 —10 
| 0059302730” — 9,9625350 ＋˙10 
9,8994667 10 
1800 — 5 52030, = 12740. 
Es iſt alſo zur Zeit der Beobachtung 81 Uhr Morgens. 


262. Wie weit iſt Coblenz von Berlin direct entfernt, 
wenn Mär nach den Tafeln der connaissance des temps die 
Breite und Länge von Coblenz zu 502139“ N. und 501544“ O., 
von Berlin zu 5203036“ N. und 1158334“ O. annimmt? 


Auflöſung. Bezeichne C und B (Fig. 85) die Lage der 
Städte Coblenz und Berlin, ſeien NA, Na und Na die Meridian⸗ 
Quadranten bezüglich von Paris, Coblenz und Berlin, ſo iſt Ca 
und Ba' bezüglich die geogr. Breite von Coblenz und Berlin, 
und Aa — Aa- aa' oder CN der Längenunterſchied 
beider Orte, und daher in dem ſphäriſchen ANCB offenbar 
NGC = 900 — 5002139" und NB = 900 — 52030 36“, jo wie 
<CNB= 1103˙34“ — 501544 = 504750”. In ANCB 
ijt nun aber bezüglich der geſuchten Entfernung CB ($. 41:2) 

cosCB—=cosCNB-sinNC-sinNB-+ cos NO cos NB, 
oder mit Rückſicht auf obige Werthe 
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n { cos 5047 50, cos 5021.39) cos 5203036” 
＋ sin 50121397٠١ sin 52930'36”. 
Setzt man nun 
x = cos 54750" cos 5002 1390“ cos 5203036“, 
y = sin 5002139“ sin 5203036“, 


jo iſt 
log cos 504750" = 9,9977731 — 10 
log x A log cos 5002139" — + 9,8047870 — 10 
Ils cos 5203036" — + 9,7843483 — 10 
05869084 — 1 
* 0,3862855; 
10g y | bog ein 5021.39, — 9,8865343 — 10 


| + log sin 5203036“ ع‎ + 9,8995248 — 10 

07860591 — 1 
y= 0,6110252; 

folglich cos CB = x + y = 0,9973107, 

log cos CB — 9,9988305 — 10, 

CB = 4012'10" = 63,04 Meilen. 


263. Wie viel Uhr ift es zu Coblenz zur Zeit, wo Morgens 
bei einer Declination der Sonne von 120810 nördlich die 
Höhe der Sonne zu 41068“ beobachtet wird, die geogr. Breite 
von Coblenz zu 50,2139“ angenommen? 

Auflöſung. Um die Zeit zu beſtimmen, hat man 
zunächſt den Stundenwinkel zu berechnen. Sei nun (Fig. 84) 
S der Stand der Sonne, fo iſt, wenn man den Stundenkreis 
NSa und den Höhenkreis ZSh zieht, Sa die Declination und 
Sh die Höhe der Sonne, und y der Stundenwinkel, alfo 
Dad das Supplement des Stundenwinkels 7, und daher in 
dem ſphäriſchen NZ S offenbar 28 = 900 — 4106787, 
NS = 900- 120810”, NZ = 900-5002139“. In dem ANZS 
iſt nun aber (zufolge §. 41:2) cosd oder 
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cos Z S — cos NS cos NZ 
0 0 Pe Ei ah do A be 
N sin NS. sin R 5“ 


oder mit Berückſichtigung der obigen Werthe 
sin 4106'8“ 
cos (1800 — y) = | cos 120810” cos 5021397 
— tang 1208,10“ tang 5002139“, 
Setzt man nun 
ex sin 4106'8“ 
cos 1208/10“ cos 50921'39"’ 
y = tang ب“‎ 


fo iſt 
| log sin 410 6° 8“ = 9,8178327 — 10 
log x= los eos 120 8,10“ — 9,9901838 ＋ 10 
— log eos 5021,39“ = — 9,8047870 + 10 
0,0228619 
x = 1,0540517; 
N log ting 120 810" — 9,3325207 = 10 
9 | + logtang 502139“ = -+ 10,0817473 — 10 
04142680 — 1 
1 0,2595781; 
folglich 


cos (180 — y)—=x — y = 0,7944736, 
log cos (180% — y) = 9,9000795 — 10, 
(180° — y) ح‎ 40 
<y = 14203620“ = 9 Uhr 30 Min. 25,33 Sec. 


264. Ein Schiff ſegelt von Brighton, 5004948“ n. Br. 
und 180320“ ö. L. , auf einem größten Kreiſe unter dem 
Azimut von 6304010“ weſtlich; unter welchem Winkel und 
unter welchem Breitegrade ſchneidet dasſelbe den Meridian 
von Ferro? 


Auflöſung. Es ſei (Fig. 86) Na’ und Na bezüglich 
der Meridianquadrant von Brighton und von Ferro, B die Lage 
von Brighton, C der Punkt, in welchem das Schiff den 
Meridian von Ferro ſchneidet, und BC die Bahn des Schiffes; 
fo iſt Ba’ und Ca bezüglich die geogr. Breite von Brighton 
und dem Schneidepunkt im Meridian von Ferro, ferner aa“ 
oder XN die geogr. Länge von Brighton und Ba' 
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das Azimut. In dem ſphäriſchen ANCB iſt nun daher 
NB = 900 — 504948“, < CN B— 1808/20“ und NBC 
1800 — 6304010“. Nun iſt aber in ANCB 
I. zur Beſtimmung des Winkels NCB, unter welchem 
das Schiff den Meridian von Ferro ſchneidet ($. 41:3) 
cos NCB = cos NB. sin CN B. sin NBO cos CN B. cos NB, 
oder indem man die obigen Werthe berückſichtigt, 
5 OB — sin 50049,48“/ sin 180320". sin 6304010“ 
I eos 1808/20". cos 6304010“ 
Setzt man nun 
x = sin 5004948“ sin 1803,20“ sin 6304010“, 
y = cos 1803'20° cos 6304010“, 
ſo iſt 
log sin 5004948“ — 9,8894560 — 10 
log x ؛ ح‎ log sin 180 3,20“ + 9,4912763 — 10 
+ log sin 6304010“ = + 9,9524292 — 10 
9,3331615 — 10 


x = 0,2153582; 
log y = blog cos 18 3.20, 9,9780693 — 10 
8377| + log cos 6304010 = -+ 9,6469418 — 10 
9,6250111 — 10 
y— 0,4217073; 
folglich 
cos NCB—=x-+ y — 0,6370655, 
log cos NC B = 9,8041841 — 10, 
NOB = 50025'35',94. 
II. zur Beſtimmung des Breitegrades Ca, unter welchem 
das Schiff den Meridian von Ferro ſchneidet, (zufolge §. 41:4) 
cotg CN oder 
NB. cos CN si . N 
cotg 900 — Ca) 8 cos 0 1 اتج‎ cotg ( ir 
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